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Forord

Detta kompendium &r tdnkt som en repetition av elementéar algebra fran
gymnasiets kurser. Bland annat behandlas uttryck, identitet,
ekvationslosning, rationellt uttryck, olikhet och absolutbelopp.

Texten omfattar 118 exempel och cirka 500 uppgifter.

Lite om logik och Pythagoras sats (delavsnitt 1.4.7 och 1.4.8) &r tillagt till
detta ars upplaga.

Dessutom finns lite grundliggande om Binomialteoremet (avsnitt 1.11).

I Appendix (sidan 87) finns potens- och logaritmlagarna formulerade.

Forfattaren hosten 2016

Repetitio est mater studiorum
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Kapitel 1

Elementar algebra

1.1  Uttryck och likheter

EXEMPEL 1.1

o Ett matematiskt uttryck ar ex.vis 2 -6 eller 12. Det ar klart att dessa
tva uttryck ar lika. Detta skriver vi med likhetstecknet: 2 -6 = 12. Nu
ar dven 12 = 2 - 6. Det spelar alltsa ingen roll i vilken ordning vi skriver
detta. Man kan ocksa skriva 2-6 =6 - 2.

e Med uttrycket 4 - 3 kan man ocksa teckna likheten 12 = 4 - 3.

e Alltsa kan man skriva 12 =4-3 = 2-6. Om man utgar fran 2-6 = 12
och 12 = 4 - 3 erhaller man alltsa &ven likheten 2 -6 = 4 - 3. Man séger
att 2-6 =12 och 12 =4 -3 medfér att 2-6 =4 - 3.

e I likheten 2-6 = 12 kallas 2-6 vanster led och 12 kallas hoger led avseende
den ordning i vilken de skrivs.

EXEMPEL 1.2 322 +4 och v/t ar uttryck emedan 322 +4 = \/t &r en ekvation.
x och t kallas variabler.
Det ar uppenbart att 3z = 2x + « for alla (tdnkbara) x. En sadan likhet kallas
oftast identitet.

Bokstéver betyder tal, reella (eller komplexa), och méaste darfor uppfylla samma

raknelagar som tal. I ett uttryck som — + 2z, kan a och = vara vilka tal som
a

helst, forutom att a # 0.
For att framstéalla ett samband mellan storheter anvinder man i allménhet
bokstéaver.
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Definition 1.1

e Ett (matematiskt) uttryck skrivs med tal (som kan represen-
teras av bokstéver) och eventuellt med mellanliggande operationer
+,—, -, + m.fl. .

e En ekvation &r en likhet (=) mellan tva uttryck.

e En identitet dr en likhet mellan tva uttryck som géller for alla
(tdnkbara) viirden pa de inblandade variablerna. En identitets-
likhet kan skrivas med “=”.

e For en likhet a = b kallas a for vanster led, forkortat VI, emedan
b kallas hoger led, forkortat HL avseende den ordning i vilken de
star i. For likhetstecknet galler att

a=a, a=b<=b=a, a=bochb=c=a=c (1.1)

= ldses “medfor” och kallas implikation, d.v.s.
likheterna i vénster led medfor likheten i hogerledet.
< Dbetyder att hoger led medfor vanster led.
& lases “ekvivalent med” och innebér dels = och dels <.
Egenskaperna i for likhetstecknet (1.1) kallas reflexivitet, symmetri
respektive transitivitet.

e En (matematisk) ekvation ar en likhet mellan tva uttryck P, = Ps.

1.2 Enkla grundldggande regler

1.2.1 Associativa och kommutativa lagar

EXEMPEL 1.3 Vi vet att for addition galler att

2+5=5+2ochatt (2+5)+6=2+(5+6)

For multiplikation géller att

2.-5=5-2o0chatt (2:-5)-6=2-(5-6)

Ovanstaende ar exempel pa foljande reger /lagar.
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a+b=b+a a+(b+c)=(a+b)+c (1.2)

Dessa kallas kommutativa respektive associativa lagen for addition.
Motsvarande lagar finns for multiplikation.

a-b=b-a a-(b-¢c)=(a-b)-c (1.3)

”» .77

Da en av faktorerna &r en bokstav skrivs multiplikationsoperatorn ”-” i allménhet
inte ut. (1.3) kan alltsa skrivas ab = ba och a(bc) = (ab)c.

Att dessa lagar giller gar egentligen inte att bevisa, men kan bekréftas av er-
farenheten.

De associativa och kommutativa lagarna sager att det saknar betydelse i vilken
ordning operationerna genomfors. D.v.s. man kan utféra operationerna i

onskvéard ordning. Déarfor sdtts inte paranteserna i allméanhet inte ut.

1.2.2 Daistributiva lagen

Det finns dessutom ett samband mellan addition och multiplikation dar paran-
tesen spelar en avgorande roll. Det dr den viktiga distributiva lagen!.

alb+c¢) = ab+ac (1.4)

Kommentarer Observera att en ekvation alltid kan ldsas fran hoger till
vanster! Vi tar inte upp potenslagarna, &ven om dessa anvands undermed-
vetet.

ExeEmPEL 1.4 12-9=12-(10-1)=12-10—12-1=120—-12 =108

Hér anvinds motsvarande lag for minus:
a(b—c) =ab—ac
Man observerar att i VL av (1.4) forekommer talet a endast en gang emedan

att 1 HL forekommer talet a tva ganger, en i varje term. Man séger att a ar
gemensam faktor till/i de bada termerna.

1Detta #r, liksom kommutativa och assiociativa lagarna, en identitet.
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Prioriteringsregler

I den distributiva lagen (1.4) ser parantesen i a(b+ c) till att additionen gar
fére multiplikationen. Utan parantes gar multiplikation fore addition.

EXEMPEL 1.5
a-(2+5)=a-7="Taemedan a-2+5=2a+5.
a-2° = 32a emedan (a - 2)° = {potenslag} = a° - 2° = 32a°.

|
Prioriteringsordningarna ar foljande
e Multiplikation gar fore addition.
e Division gar fore addition.
e Potens gar for multiplikation.
e Potens gar for addition.
Enkel hantering av uttryck
. 3 . . .
EXEMPEL 1.6 Ett uttryck sasom 3 kan skrivas om pa ett flertal satt.
3 3 2 3-2 1
——l+l==—--+4+1=—+4+1==+1
2 + 2 2 + 2 + 2 +
Alternativt kan en omskrivning goras sa har:
3 142 1 2 1
- = = Z - 1
2 2 2 + 2 2 *
|

3
EXEMPEL 1.7 For att forenkla uttrycket 1/—2 kan man férlanga med faktorn 2:
3-2 6
= — = 6
1/2-2 1

3 3

12 1/2

2_
_ =
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6
EXEMPEL 1.8 I uttrycket 1—3 kan man utféra den multiplikativa forkortningen

6o _3-2-x 3z 2 3¢z &
10 5.2 5 2 o

ExXeEMPEL 1.9 I 5z 4 10y &r 5 gemensam faktor till de bada termerna. Man kan
da bryta ut/faktorisera 5 med distributiva lagen (1.4):

5¢+ 10y =5-2+4+5-2y =5(z + 2y)

|
1.2.3 Minustecken
Foljande regler giller for minustecken: —— =+ och —+ = 4+— = —

EXEMPEL 1.10 Produkten av tva negativa tal blir ett positivt tal:

—2-(-3)=46=6
Produkten av ett negativt och ett positivt tal blir ett negativt tal:
—2.3=-6=-6

|

EXEMPEL 1.11 Att sdtta ett minustecken framfor ett tal, uppfattas som att
multiplicera talet med —1 Ex.vis &r —5 = (—1) - 5.
Man sdtter alltsa en parantes kring det tal som har minustecken.
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1.2.4 Inverterat varde och bradk

1 1
EXEMPEL 1.12 Det inverterade vérdet till —3 ar —. Vi forlinger det senare

[

uttrycket med —2:

1 -2 =2
T
-1 -
1
Saledes d&r — = —2. Det inverterade vardet till 1/3 ar 3. Detta kan man visa
T2
pa liknande sitt som ovan:
1 1-3 3
_——= — = = = 3
T~ 1

Pa samma sitt kan man visa att det inverterade vardet till 3/4 ar 4/3, ty:

1-4 4

-4 3

N1
oo

ExXeEMPEL 1.13  Ett minustecken framfor ett brak eller framfor dess téljare re-
spektive namnare fordandrar inte dess varde. Dock brukar minustecknet att

2
placeras framfor braket som i ——.

EXEMPEL 1.14 Haér foljer nagra exempel pa tal och deras inverterade vérde.

x |21]0,5 -3 g
TITT L o _I2
z|2[05 313
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Allmént géller att

- = (1.5)
b
Vi bevisar detta genom att forlainga med b:
1 1 b 1-b b
@ @ L a
b b b

1
Det inverterade vardet till @ &r —, om a # 0. Multipliceras ett tal med sitt

inverterade varde erhalls talet 1.
a-— = 1 (1.6)

Likheten (1.6) kan mer eller mindre ses som en definition av inverterat vérde.
Till ett givet a # 0 finns precis ett inverterat viarde. Det inverterade vardet av
a # 0 &ar 1/a och det inverterade vérdet till 1/a &r a.

EXEMPEL 1.15 Division kan uppfattas som multiplikation med det inverterade
vdrdet och vice versa.

3_, 1 3 12
2 727 x+1 zr+1 gy Yy

(1.7)

S e
S =

2
EXEMPEL 1.16 Braket — kan dels uppfattas som talet "tva tredjedelar”, eller

som en division ”tva dividerat med tre”. Bada dessa synsatt ar viktiga.

Det brakstreck i ekvation/identitet (1.5) som star pa samma hdjd som likhet-
stecknet kallas huvudbrakstreck och &r i lite langre an 6vriga brakstreck.
Vilket brakstreck som ar huvudbraksteck ar visentligt.

EXEMPEL 1.17
2 4/3 B

Sl

%\w‘w
'—\‘w\oo
w| oo

3
4
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emedan

Allmént géller foljande rékneregler for dubbelbrak:

‘Ld
be

al ol e
|
—
—
co
=z

d
Det bevisas genom att forlanga med - (Jamfor med beviset for (1.5) sidan 9.).

Ovningar

1.1 Forenkla

5 1 1
3 ) 2xy 6x + 2
2 4xy? 3r+1
—a 6 (:Z? + 1)2
2
Yy 2ab)? 1
e) = f) % g —f3— b %ﬂ
3y? —2b (x+1)2 6
1.2 Berédkna det inverterade vardet till
2 -5 2 V3
il b £ 4 X2
v o1p o3 93 93
1 1/2 xy
4= o L= h — 4=
) 2 ) 1/3 8 Tty ) T + Y
1.3 Visa nedanstaende likheter
a a d d
b_c_b_c
cCTp €T}
d q a ¢
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1.3 Konsekvenser av den distributiva lagen m.m.
1.3.1 Utveckling och faktorisering

Sambandet (1.4) sidan 5 kallas alltsa distributiva lagen. Man skulle kunna
kalla den distributiva lagen, som &r en i matematiken central rdkneregel, for
“parantesrdkning”. Genom att tillimpa denna lag tre ganger (hur?) erhalls

(a+b)(c+d)=(a+b)c+ (a+b)d =ac+ bc+ ad+ bd (1.9)

Man séger att man utvecklar paranteserna nar man gar fran VL till HL.

Da man gar fran HL till VL faktoriserar man. Detta dr i allménhet svarare men
nagot som vi kommer att 6va mycket pa. Observera den principiella skillnaden
av att det finns en parantes och att det inte finns en parantes.

EXEMPEL 1.18 Lés ekvationen 3(z +5) = 1.

Losning
14
xz+5)=1<=3x+15=1<«= 3z = —14, z=—
Ett i allménhet battre sitt att 16sa ekvationen pa ar att borja med division.
1 1 1 15 14
= 1 = — = — — = = — — = ——
3(z+5) < z+5 3T r=3 5 37 3 3

ExXEMPEL 1.19 Vi skall nu forsoka att m.h.a. distributiva lagen faktorisera i
nedanstaende tre exempel, vilka &r av stigande svarighetsgrad.

a) Vi bérjar med 3z — 6. Vi forsoker bryta ut faktorn 3:

3x—6=3-2—-3-2=3-(z—2)=3(z—-2).

b) Faktorisera 2 + x.
P?rr=z-z4+z-l=z-(z+1)=xz(x+1)

¢) I uttrycket 3(x + 1) — z(x + 1) &r det frestande att utveckla de bada paran-
teserna sa att vi far

3(z+1)—a(x+1)=3z+3—[2*+2] =32 +3 2> —x=3+2z—2?

Men uppgiften ar att faktorisera! Vi ser da att i uttrycket
3(x4+1)—xz(x+1) ar 2+ 1 gemensam faktor i bada termer. Detta innebar att
vi kan bryta ut denna faktor:

3z+1l)—z(z+1)=3-(z+1)—z-(z+1)=B—z)(z+1)
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Gemensam namnare och termvis division

Vid rakning med brak brukar man se till att ha en minsta gemensam ndmnare
(MGN):

EXEMPEL 1.20

4 8 4 8 4-5+8-7 76

R _— = — _— = M N e . . = - =
21+15 3-7+3-5 Ma 375} 3-7-5 105
Taljare och ndmnare saknar gemensamma faktorer och braket kan saledes inte
forkortas.

Att skriva summan av tva tal pa gemensam ndmnare foljer av distributiva lagen

ty

2+5 2 2+5_1 4+1 5
3 6 32 6 6 6 =
1 445 9 3.3 3
A A A v R

EXEMPEL 1.21 Forenkla nedanstaende uttryck.

x 2z 622  (4x)? 5 1

o2y 22 2oy
a) 373 P 3 5 9 6T

Losning

Har foljer nu direkta omskrivningar av respektive uttryck.

a)

r 2z r—2r —x T
373 " WMON}=——— = =3
b)
%— (42)* :2x2—42 i =2¢% — 82% = —627
3 2
c)
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EXEMPEL 1.22  Att skriva pa gemensamt brakstreck har en motsvarande omvand

process, termuvis division.
12+52 12 b5z

6
0 10 10 5"

z
2

EXEMPEL 1.23  Division med en gemensam namnare fungerar som parantesrakning,
d.v.s. foljer den distributiva lagen (c # 0).
a+b 1 1

1
:(a+b)7:a7+b7:9+9
C C C C C

EXEMPEL 1.24 Vad innebéar minustecken framfor parantes? Vi anvénder om-
skrivningen —2 = (—1) - 2 etc och anvénder distributiva lagen.

—(a+b)=(-1)-(a+b)=(-1)-a+(-1)-b=-a—-1b
—(b—c)=(-1)-(b—c)=(-1)-b—(-1)-c=-b—(—c)=-b+c=c—b

e Observera att minustecknet innebér teckendndring pa samtliga termer i
parantesen!

e Man behdver givetvis inte multiplicera in —1 i parantesen men det viktiga
ar att veta vad det innebar. Omvéant kan man bryta ut ett minustecken,
sasom i nasta exempel.

EXEMPEL 1.25
3—a—V2=...=—(a+Vv2-3)och2z—-10=—2(5—x)
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Ovningar

1.4 Skriv om uttrycken genom att multiplicera in —1 i paranteserna.

a) 3—(4z—y+3) b) a®—y?— (2® —y?)
¢) —(@+4-[Bzx-3]) d) Ve-y-HVz-Yy)

1.5 Bryt ut ett minustecken i nedanstaende uttryck.

a) 2r—V3—y b) 2—a?—4x

) z—y—(y—4da) d) z-KWr-y+y+a)

EXEMPEL 1.26 Vid division som i exempel 1.23 fungerar divisionstecknet som

en parantes.
b b —a-b> b
ot :(—1)-a+ — :{ochéiven}:a+ .
c c c —c

innebar

Observera att man maste vara noga med var minustecknet star.

. . a+b
att endast termen a har ett minustecken framfor sig emedan ——— betyder
c

a+b

att hela uttrycket ar forsett med ett minustecken.

|
ExeEMPEL 1.27 MGN da ndmnarens symboliseras av bokstéver.
2 3xz-1 3
= + — ={MGN = zy} =
x Ty y
2y 3x—-1 3 xz 2y—@Bx—-1)+3z 2y+1
Ty wy oy T zy oy
Observera att vi anvint —(3z — 1) = =3z + 1.
|

EXEMPEL 1.28 Uttrycket x —2 kan ocksa skrivas —2+x = —2—(—z) = —(2—x).

Pss. dra—b=—(b—a). Kvoten T

; kan alltsa skrivas om som foljer:

r—2 —2-z) 2-z

a—b —(b—a) b—a
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Ovningar

1.6 Skriv om foljande uttryck som i exemplet ovan. Uttryck svaret som en
likhet.

2b—3 2% — a? 1-7x
2) 4—zx b) 3—x °) —1—=x
_2_ _p2 _ _
Q) r—3—y e) ¢+ 1 f) y—(3xz—2)
y— 2z 1—y? x— 3y +2)

1.7 Beriikna —a? och (—a)? om

a) a=7 b) a=—-- ¢ a=+V3 d) a=—/14

2
1.8 a) Satt f(x) = % +5z+1 (“f(x)” uttalas “f av x”.).

Beriikna f(—2), f(1) samt f(v/2)
b) Satt f(z) = Va2 +9
Beriikna f(—4), f(6) samt f(+/3)

1.9 Utveckla nedanstaende uttryck med distributiva lagen.
a) 3(5z+2) b) (3 —2t)4 c) 2(z+/7)
d) 20e-y-1) e @Er-D@+1) ) (V2-V3)(V2+V3)
g) (z-1)(z-1) h) v2(vV2+v8) i) (2a+1)(2a-1)

1.10 Faktorisera f6ljande uttryck med distributiva lagen.
a) 3z—12 b) 2z+a? c) 3t2+6
d) 14—-49z e) Tz —z?—2® f) 322-27

1.3.2 Nagra hdrledda identiteter

Om tva faktorer bada bestar av tva termer erhalls utvecklingen (Se (1.9) sidan
11)
(a+b)(c+d)=ac+ ad+ bc+ bd

och speciellt da de bada paranteserna ar lika:

(a+b)(a+d)=a-a+ab+ba+b-b
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eller skrivet m.h.a. kvadrater:
(a+b)? =a® +2ab+b? (1.10)

Denna regel kallas som bekant forsta kvadreringsregeln. Ur denna kan man ta
fram andra kvadreringsregeln 2

(a—0)* = (a+ (=b)* = a® + 2a(=b) + (—=b)* = a* — 2ab + V*

Man kan geometriskt motivera identiteten (a+b)? = a?+2ab+b% fora > 0,b > 0
med figuren nedan t.v. och p.s.s. (a —b)(a+b) = a® — b2, t.h.

ab v bla—b)
a(a—b) a
a2 ab
a
a b b a—b
Figuren féorestdller en kvadrat med Figuren férestdller en stor kvadrat
sidoldngd a+b. Arean kan dels skrivas med sidoldngd a och en liten kvadrat
(a4 b)2 och dels a® + b% + ba + ab. med sidolingd b. Differensen mellan
kvadraternas areor dr dels a® — b? och
dels b(a—b)+a(a—b) = (a+b)(a—Db).
a) a®—b>=(a—b)(a+b) Konjugatregel
b) (a+b)? =a®+2ab+b* 1:a kvadreringsregeln
¢) (a—b)?=a’—2ab+0b 2:a kvadreringsregeln
d) a® —b* = (a—b)(a®+ab+b°) Konjugatregel
e) a®+b® = (a+b)(a®—ab+ b Konjugatregel
f)  (a+0b)® =a®+3d’b+ 3ab® + b 1:a kuberingsregeln
g) (a—0b)°=d®—3d°b+ 3ab® — b° 2:a kuberingsregeln
h) a"-0" =
(a—0b)(a" " +a" b+ ..+ ab" 7+ b
(Allménna konjugatregeln)
(1.11)

2Skall ej forvixlas med konjugatregeln: a? — b% = (a — b)(a + b)
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Den 6versta kallas konjugatregeln och bevisas enklast genom utveckling av HL:
(a—b)(a+b)=a’>+ab—ba—b*=a®—b?

De tva efterfoljande identiteterna visade vi pa sidan 16. Allmént, hur man

utvecklar (a+b)™ finns i avsnitt 1.11. Vi ger nu nagra exempel pa identiternas
tillAmpning.

ExXEMPEL 1.29 Faktorisera 25 — 42,

Losning

25 — 4% = 52 — (22)% = (5 — 22)(5 + 22)

EXEMPEL 1.30 Utveckla nedanstaende uttryck

a) (3—ux)? b) (2z +1)?

c) <x+1)2 d) Qz—1)7°

2
Losning
a)
B—2)?=3-2.3- 2+ (—x)>=2>—62+9
b)
(e +1)2=22)2 +2-1-22+ 12 =42 + 4o + 1
¢)

+12 24001y 1y’ 2 4 g
€T —_ =X - — —_ =X €T -
2 2 " \2 4

d) Har anvéander vi andra kuberingsregeln (1.11 g) )

(22 -1 =(22)>-3-(22)?-1+32x)' - 12-13=
=823 — 1222 + 6z — 1.
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Ovningar

1.11 Faktorisera
5x 2 9y 6£

c) —+

x x
S5tr+= b —
a) b+ ) 3 x  x?

2 3

1.12 Utveckla nedanstaende uttryck
a) (a+2)(b—1) b) (g - 1) (z +4)
¢)  (2a+3)? d) (x+1)(z2—z+1)

1.13 Forsok att faktorisera, d.v.s. skriv som produkten av tva paranteser:
r—a®>—a + za

1.14 Utveckla (a + b — c)?

1.15 a) Ett badkar med volym 240 liter fylls pa 20 minuter d& proppen ar i.
Fran att vara fullt, t6ms samma badkar pa 16 minuter.
Hur snabbt toms badkaret om det &ar fullt, det fylls och proppen inte ar i?

b) Ett badkar fylls pa  minuter da proppen ar i. Fran att vara fullt, toms
samma badkar pa y minuter.

I. Ge ett villkor pa = och y sa att det fulla badkaret, som fylls, téms nér
proppen inte ar i.

II. Uttryck den tid i minuter det tar att tomma badkaret under detta villkor.
III. Anvénd uttrycket i II. for att losa a)-uppgiften.

1.16 En basséng kan fyllas genom tvenne olika stora rér och tommas genom ett
tredje, som &r lika stort som det minsta tilloppsroret. Om bada tilloppsroren
aro 6ppna, blir dammen full pa 20 minuter. &ro det storre tilloppsroret och
avloppsroret 6ppna, blir den full pa 1 timme. Huru lang tid skulle atga for att
genom vart och ett av tilloppsroren fylla dammen?

1.17 Bevisa identiteterna i (1.11) genom att utveckla faktoriserat led!

1.3.3 Forenkling av uttryck I

EXEMPEL 1.31  a) Bryt ut storsta mojliga heltal ur v/72 sa att det fortfarande
star ett heltal under rottecknet.

V72=109-8=+32.22.2=32.22/2=3.2/2=6V2
b) Bryt ut 4 ur rottecknet nedan. ..
Viz 8= \/A(z+2) =Vavz +2=2Vz + 2




1.3. KONSEKVENSER AV DEN DISTRIBUTIVA LAGEN M.M. 19

¢) Multipicera in faktorn 5 i rottecknet. ..

5vV12 = V52V12 = V5212 = ... = V300
|
.. 4
ExEMPEL 1.32 Forenkla uttrycket —.
V2
Losning
4 2 2
i (v2) :72\/5:2\/5
V2 V2 1
|
3z +2
EXEMPEL 1.33 Vi har tidigare forenklat dubbelbrak. Forenkla - —
622 + 4x
Lo6sning
3z + 2
9 3T+ 2 3z +2 _ 1
622 +4r  2(622 +4x) 2-22(3x+2) 4w
|

Forlangning med konjugat

En typ av forenkling/omskrivning kan goéras med forldngning med konjugat.
Konjugatet till 2 + V5 ar 2 — /5 och vice versa.

3—V3
2-3

EXEMPEL 1.34 Forenkla uttrycket
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Losning
3-V3
= {Forlidng med konjugatet till nAmnaren} =
py- A g jug }
_3-V3 24V3_(3-V3)-2+V3) _ .. e
23 243 4-3
| |
ExXEMPEL 1.35 Forenkla uttrycket Vo1
V5 —1
Losning
B+l VBT VBT
Vi1 Vve-1 \Ve+1
A D)E+D) | [(VE+1) f“ f+1
(V5-1)(V5+1) 51
| |

EXEMPEL 1.36  Forenkla (12 + v6)% — (12 — v6)2

Losning

Man kan utveckla bada kvadraterna men eftersom det ar ett minustecken mel-
lan kan man anvénda konjugatregeln:

(124+v6)2 — (12— V6)? =
(12 4+ V6 + 12 = vV6))(12 4+ V6 — (12 — V6)) =
=24-2V6 = 48V6

1
ExXEMPEL 1.37 Forenkla uttrycket ———— .
1+vV2+V3
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Losning
Vi borjar med att forlinga med 1 — /2 — /3.

1 1-V2-V3 1-V2-V3 V2431
1+v2+v3 1-v2-v3 —4-2V6  4+2V6

CV2+VB-1 4-2v6 0 24V2-V6
4426  4-2V6 4
|
.. 7
ExEMPEL 1.38 Forenkla
3+V2
Losning
Vi forlanger med ndmnarens konjugat:
/3 f [7( /
3
\/3 +V2 \/3 +V2 9 — 2
|

Ovningar

1.18 Bryt ut lAmpligt heltal ur f6ljande rotter

a) VIZ5 b) VI o VI8 d) Vi

1.19 Multiplicera in talen t.v. om rottecknet
7
a) 3\/; b) 2v6 ¢) 7V2 d) —2V35

1.20 Forenkla. . .

V8 V18 V5V3

VoVIE b E 9 g 9
4 10 V8 V50

e) ﬁ f) ﬁ g) e h) 5
5 5 V125 132 999

i) 132 -52 j) 5 k) EWiv 1) AL
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1.21 Forkorta sa langt som mojligt

6%y 5(7y)? t? -1 2t
Y oD P e 9 o Y Erw
3 24 z/2)? r—1
9 - n 2 g Wy,
V3 V12 4x Ve—1
, r—1 , 3z 2 -1 22 +1)% — (22 — 1)?
) poSL y Gerl ool
Vo —1 V3x x—1 dx
1.22 Forenkla uttrycken nedan.
b—a a a
b
2) a—b ) r—y + y—x
4 6 (a—=b)(x+y+2)+
d
<) 2n—2+3—3n ) +(b—a)(z+y—2)
) (@b -G-l-ab-a) H S
a a 12 _1
1.23 Forenkla
14z —y 1
y/2—Tx 522 — 20 2oy — 1
M T b S 9 — 5 —
2z 4(zy)? -1
1
6z + 2 3 — bz 1
d) 1 1 ¢) 5( 1)+2 ) a2
3r+1  6x+2 3\ 3 %" b
1.24 Forenkla nedanstaende uttryck sa langt som mojligt
2 3+2v2 Vb
a) ——— b) —=—— ) —=
412 V2+1 14++5
17— v1 3—2v2
d) M e) 2-5)2 f) 7‘[
VIT+/13 V2+1

1.3.4 Inledande ekvationslésning

ExEMPEL 1.39 Betrakta ekvationen 3x = 0. For att en produkt skall vara = 0
maste nagon av faktorerna vara = 0. Nu &r forsta faktorn = 3. Saledes maste
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den andra vara =0, d.v.s. z = 0.

I ckvationen 3(2x + 5) = 0 &r den forsta faktorn 3 varfor det 4r den andra
som maste vara = 0. D.v.s.
-2 2

2;10—}—5:0(:}233:—5(:}:5:?:_5
Ekvationen (3z + 21)(z — 2) = 0 &r detsamma som att var och en av faktor-
erna ar = 0. De rétter eller losningar som ekvationen har ar de x vilka loser
ekvationen.
Alltsa har vi dels att 3z + 21 = 0 eller © — 2 = 0. Losningarna/rétterna 0s,
som tidigare, genom enkel aritmetik:

-21
31:+21:0<:>3x:721<:>x:7:77, r—2=0<=2=2

Svar: Rotterna ar x = —7 och z = 2.

EXEMPEL 1.40 I ekvationen xz(x+1) = 3(z+ 1) kan det vara frestande att borja
med att forkorta z + 1 men forkortning ar egentligen division. Alltsa vill vi
utfora en division med z 4+ 1 i bada led och erhaler da = = 3. Division med
talet 0 far inte goras. Division med x + 1 far alltsa inte goras om x + 1 = 0,
d.v.s. om x = —1.

Vad man da kan gora ar att undersoka om x = —1 ar 16sning till ekvationen:

VL=(-1+41)-(-1)=00ch HL=3-(-14+1)=3-0=0

Eftersom bada led ar lika 4r £ = —1 en 16sning.

Darefter soker vi de 16sningar /rotter dar z+ 1 # 0 och far saledes férkorta med
denna faktor och far z = 3.

Svar: = —1eller x =3

Alternativt kan man flytta 6ver endera termen och anvénda distributiva lagen
pa detta led (JAmfor exempel 1.19 c):

(z+1l)z=3z+1) <= z(z+1)-3@x+1)=(z—-3)(z+1)=0

Nu ges rotterna av de x som gor att endera faktorn ,i detta fall endera av
parantesen, = 0. Vi far ekvationerna x — 3 = 0 respektive x + 1 = 0 som ocksa
ger z = —1 och z = 3.

Betrakta ekvationen a +b = c.
Man kan hér addera talet —a i bada led. Vifarda a+b—a = ¢ —a. Nu ar
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VL=a+b—a=b+a—a=a+0=0.

Dérmed har vi fatt b = ¢ — a. Addition med motsvarande tal med omvéant
tecken &ar orsaken till att termer flyttas 6ver fran det ena ledet till det andra
och ddrmed byter tecken.

Vi kan flytta tillbaka —a fran VL till HL och aterigen fa a + b = ¢. Man
séger att a + b = ¢ ar ekvivalent med att b = ¢ — a. Detta skrivs alltsa med
ekvivalenspilen <=-:

a+b=c < b=c—a (1.12)
Till ekvation (1.12) finns en likadan ekvivalens for multiplikation.

a-b=c < a:g, (b # 0) (1.13)

Fo6r manipulation av uttryck sasom ekvationslésning anvénds (1.12) och (1.13).1
en del litteratur (liksom hér) skriver man ”omm” som betyder om och endast
om, detta for att beteckna ekvivalens.

3
EXEMPEL 1.41 For att 16sa ekvationen % = 2 kan man i bada led multiplicera
med talet 5 atfoljt av division med 3:

3z 3z 10 10
= 5=92. =1 = _ = =
5 5 5 <= 3z 0<:>3 3<:>z 3

Genom att fran borjan multiplicera med talet 5/3 i bada led erhalls 16sningen
snabbare.

EXEMPEL 1.42 Los ekvationen 7z — 3 = 3z — 5.

Losning

Vi borjar att "flytta” z—termer sa att vi enbart har sadana termer i ett av
leden:

Tx—3=3x—-5&T7r—3—-3x+3=3x—-5—-3x+3
d.v.s.

2 1
4 0= 2<¢—=ax=—=—=
x + x 1 5
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EXEMPEL 1.43 Vissa ekvationer saknar 16sning och vissa har flera l6sningar.
Los ekvationerna

a) 3x+(br—1)=2(4x+1) b) 3z+ (bz+2)=2(4z+1)

Losning

25

a) VL och HL kan skrivas om sa att vi for likheten 8z — 1 = 8z + 2 (HL =

24z +1) =2 -42+2-1 =8z +2). Genom att subtrahera 8z (d.v.s. addera

—8x) till bada led erhaller vi

8r—1—-8r=8r+2—-8xdvs. 0—1=0+2

Det ar klart att —1 = 2 &r en orimlighet. Hur skall detta tolkas? Jo, det
finns inget x sadant att —1 = 2. Detta innebéar att den ursprunliga ekvationen

saknar 16sning.

b) VL = 8x + 2 och HL = 8z + 2. Alltsa har vi 8x + 2 = 8z + 2. Har
star identiskt samma uttryck i bada led. Oberoende vilket x som sétts in i ek-
vationen sa &r ekvationen uppfylld. Saledes &r alla x 16sningar till ekvationen.

Vi kan skriva losningsmdangden som R eller uttrycka svaret med att € R.

Ovningar

1.25 Los ekvationerna (d.v.s. 16s ut ). Man kan kanske tdnka ut svaret men

undvik det och f6lj i stéllet exemplena ovan.

13—x 2 20— 1 1 T

22 12 = b -=1 - ==

a) T+ 0 ) ) +5 c) 3 +6 5
1 13 2x r—2 1 1 =z
d —(z—-3)=1-2 C— = — f — ==+ =
) 3(1’ 3) x e) x 1 7 ) 5 +2 3+6

1.4 Polynom

Vi har tidigare behandlat losningar av enklare ekvationer.

EXEMPEL 1.44

e 223, —2* och 2°(= 1) & monom i variabeln .

e Ett uttryck sasom 2 — 3z kallas ett polynom i variabeln x. Detta polynom

ar ett forstagradspolynom p.g.a. termen x = x'.
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e Ex.vis éir ett uttrycket 4 =4 -1 =4 - 2°, ett monom av grad 0.

e Ekvationen 2 — 3x = 1 &r ett exempel pa en polynomekvation. Eftersom
den hogsta potensen av x dr z' i denna ekvation, si kallas ekvationen
forstagradsekvation.

e Det/de x som dr 16sning till ekvationen 2 — 3z = 1 kallas rot.

e Det/de z som loser ekvationen 2 — 3z = 0 kallas nollstdlle till polynomet
2 — 3x. For att ldsa ekvationen 2 — 3z = 0 adderar vi 3z till bada led
atfoljt av division med 3 i bada led:

2—3x+ 3z =0+ 3z, 2 = 3z, —=—==z

2
Losningen /roten till ekvationen ar = = 3" Detta x &r alltsa nollstéllet

till polynomet 2 — 3.

e For sa enkla ekvationer ar det i allménhet onddigt att kontrollera att
detta x verkligen &r en rot men lat oss dnda gora det for att se hur det

2
gar till: 23 2 =2-2=0.

o V2—3x+222 ir ett andragradspolynom. Ekvationen v/2 — 324 222 = 22°
ar en tredjegradsekvation.

|
Ett monom &r 2"  dér n &r ett heltal > 0 (1.14)

Ett forstagradspolynom (i variabeln x) ges av
ar+b déra#0 (1.15)

Ett andragradspolynom (i variabeln z) ges av
ar® +bxr+c dira#0 (1.16)

EXEMPEL 1.45 14 3z —+/222 #r ett andragradspolynom. Talen 1,3, —v/2 kallas
polynomets koefficienter.
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En andragradsekvation i z ar en ekvation som kan skrivas
ar’+br+c = 0 (a#0) (1.17)
Koefficenterna i (1.17) &r alltsa a, b och c. a &r andragrads-, b forstagrads- och
¢ nolltegradskoefficient. Man kan ocksa indexera koefficienterna. a kan man
skriva ay (ldses “a-tva”). P.s.s. skriver vi b = a1 och ¢ = ay.
ar?+ax+ag = 0 (ag#0) (1.18)
Ett allmant tredjegradspolynom kan skrivas

azx® + axx® + ayx + ap (ag #0) (1.19)

EXEMPEL 1.46 I polynomet 423 — z + V2 Er ag = 4, ay = 0(!), a3 = —1 och

ap = v/2 med beteckningar enligt (1.19).

Ett polynom av grad n, n = 0,1,2,... i variabeln x ser ut som foljer

’f(m) =" 4 ap_12"  + ...+ a1z + ao an, #0 (1.20)

1.4.1 Kwvadratkomplettering

For att bestamma det storsta eller minsta vardet av ett andragradspolynom och
for att faktorisera andragradsuttryck samt 16sa andragradsekvationer anvander
man kvadratkomplettering.

EXEMPEL 1.47 Bestam det minsta vardet av z2 + 6x — 7.

Losning
2?4+ 6r—-T=2>+2-30—-7T=2>+2-32+3%> -32-7=(2+3)>- 16
—_— ——
en jamn kvadrat

Eftersom kvadraten > 0 maste det minsta virdet vara —16, som antages da
r=-3.
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1.4.2 Loésning av andragradsekvation

For att 16sa ett andragradspolynom gor vi pa liknande satt som i det foregaende
exemplet.

EXEMPEL 1.48 Andragradsekvationen z2 = 3 har rotterna z = ++/3.

|
EXEMPEL 1.49 Los ekvationen 22 + 6z = 7.
Losning
P4 6r=T=2>+6x-7=0
Nu kan vi gora samma omskrivning som i exempel 1.47.
22 4+6x—-7 =224+2-3x—-T=224+2-32+32-32-7=
=@+3)?2-16=0+<= (v +3)2 =16 —
< zr+3=dd<=zx=1ellerx=-7
|
EXEMPEL 1.50
Ekvationen 22 + 6x + 32 — 2y = 6 ir ")
en ekvation for en cirkel. Kvadratkom-
plettering m.a.p. x och y var och en for
sig, ger
(22 +62+9)+ (y? —2y+1)—10=6
— -
(z+3)?+(y—1)2=16. x
Cirkeln har medelpunkt i (—3,1) och
radie r = 4.
|

1.4.3 Kwvadratkomplettering och lésning av allman andragradsekva-
tion

Vi demonstrerar nu vad som menas med kvadratkompletterering och borjar da
med uttrycket az? + bx + c.

a<x2+bx—|—c> = {Sitt b/a = p och c/a = ¢.} = a (z* + pz + q)
a a
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dérefter gor vi omskrivningen

2 2 2 2
psa-rtn o (B - (§) 0 (03 (9

ax2+bx+cza((x+§)2_(12))2+q)

Detta resultat men dven processen fram till resulatet kallas kvadratkomplet-
tering. Denna kan anvandas for att losa en andragradsekvation. For att 1osa
ekvation (1.17) gor vi en division med a (Observera att i HL (= 0) ocksa di-
videras med a och att 0/a = 0) atféljt av samma omskrivning av VL 22 +px+q
som vid kvadratkomplettering:
2 2 2 2
o= (2B - O v o (0B = ()

2
Under forutsattning att (]3) —¢ > 0 kan vi nu ta roten ur bada led och erhalla

darmed ar

den s.k. p, ¢ formeln. Vi formulerar det som en sats.

2
Sats 1.1 Om (‘g) — q > 0 sa géller ekvivalensen

22+ pr+q=0
—

p p\?
-5/
X 2 q

(1.21)

EXEMPEL 1.51 Betrakta polynomet f(z) = 322 + 2z — 1 och ekvationen f(z) =
0.3
Rotterna till ekvationen far man med ”p — ¢”-formeln (1.21). Man dividerar
med 3 for att fa ekvationen pa ritt form, varvid p = 2/3 och ¢ = —1/3 (Gor
réaknngarna som 6vning!). Rétterna blir z = —1 och « = 1/3. Observera att vi
dérmed har 16st ekvationen
2z 1

2
777:0
Tty Ty

Har man val funnit rétterna, sa visar det sig att man erhaller en faktorisering

av polynomet:
2 1
P+ g = (D)@ -1/8) =
=(@+1)(z—-1/3)= f(z) =3+ 1)(z-1/3) = (¢ +1)(3z - 1)
Genom att utveckla produkten (z+1)(3xz—1) visar man lédtt att detta verkligen
ar polynomet f(x).

3¢4f(x)” ldses “f av x”. Vi anvinder hir en s.k. funktion.
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1.4.4 Faktorsatsen

Detta samband mellan ett polynoms nollstéllen och dess faktorisering géller
generellt.

Har man funnit faktoriseringen sa har man funnit polynomets nollstéllen och
vice versa. Denna ekvivalens kallas

Sats 1.2 Faktorsatsen

Ekvivalensen nedan haller generellt {6r polynom f(x):
(1.22)

2 = a ar en rot till polynomet f(z) =0 d.v.s. f(a) =0
—
(z — a) ar en faktor till f(x)

Vi bevisar den ena implikationen (<=).

Bevis: Antag att (x — a) ar faktor till polynomet f(z), d.v.s. att
f(z) = (z —a)q(z)

dér ¢(z) &r ett polynom (av en grad lagre &n f(x)). Genom att sétta
x = a i bada led erhalls att

fla) = (a—a)g(a) =0-q(a) =0
Den andra implikationen visas med s.k. polynomdivision (sid 43 avsnitt
1.5.1).

EXEMPEL 1.52 Att faktorisera m.h.a. kvadratkomplettering innebar en genvag.
Man behover inte utnyttja formeln (1.21) for att faktorisera ett andragrad-
spolynom.

2?2 —20-3=(z-1)-4=(x-1)2-22=(2—1-2)(z—14+2) = (z—3)(z+1)

Sats 1.3 Varje polynom kan faktoriseras i faktorer av hogst grad 2.
Vi bevisar inte satsen. Den bevisas med talalgebrans fundamentalsats och
komplexa tal. Ett exempel for illustrera satsen.

EXEMPEL 1.53 Polynomet 23 + 8 (som ir av grad 3) kan faktoriseras (m.h.a.
konjugatregeln (1.11 e) sidan 16)):

P48 =a?+2la=2b=2} = (z+2)(z? — 22+ 4)
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Polynomet z2 — 2z + 4 kan inte faktoriseras till forstagradspolynom. Detta
inser man nir man forscker 16sa ekvationen z2 — 2z +4 = 0.

EXEMPEL 1.54  Faktorisera polynomet f(z) := 23 — 422 — 5z.

Losning

Forst och frimst kan vi faktorisera ut faktorn z: x® — 422 — bz = x(2? —
4x — 5). For att faktorisera det aterstaende andragradspolynomet 22 — 4z — 5
kan vi anviinda ekvation (1.21) for att 16sa 2? — 4z — 5 = 0 eller alternativt
kvadratkomplettera.

22 —dr—5=2>-2-2+22-90=
=(x-22-32=@2-2+3)(r—-2-3)=(z+1)(z—5)

Faktoriseringen ar alltsa z(x + 1)(z — 5),
dvs f(z) = 2® — 42 — bz = z(z + 1)(z — 5).

Faktorsatsen och p-q formeln

A ena sidan kan vi 16sa andragradsekvationen z? + pxr 4+ ¢ = 0 m.h.a. (1.21).
nollstéllena, som nu kallas* z; och x5 ges av

/ 2 2
xlz—g—i- (g) —qrespektivexgz—g— (g) —q

A andra sidan erhaller vi en faktorisering av 22 + px + ¢ enligt faktorsatsen.
Detta siger att #2 + px +q = (z — x1)(z — 22). Vi utgar fran HL i denna
ekvation och visar nu att vi kan komma fram till VL. Med z; och x2 som ovan
erhalls faktoriseringen

(Hg (g)%) (H;u (g)%)...

:...:mQ—i—px—i—q

4Talen 1 och 2 t.h. snett nedanfér = kallas index och lises “x-ett” respektive “x-tva’.
Dessa utgor endast en numrering av x—véardena.
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Ovningar
1.26 Betrakta foljande polynom
a) flx)=(@-2)(z+1) b) f(z)=(r+3)Bz-2)
o) f@)=Q2+2)3-42) d) f(x)=(z+1)(Tz—-2)
1. Lés ekvationen f(z) =0

2. Utveckla polynomet och 16s dérefter ekvationen f(x) = 0.

1.27 Betrakta polynomen
a) f(z)=3z+2? b) f(z)=a2%>+x—2
c) flx)=222+72x-9 d) f(z)=32x—-5—22.

1. Kvadratkomplettera respektive polynom.

[\

. Bestdm polynomets minsta (storsta) véarde.

w

. Faktorisera (om mojligt) polynomet i forstagradspolynom.
4. Los (om mojligt) ekvationen f(x) = 0.

1.28 Los ekvationerna

2
1
a) 2°>=4dxr—3 b) %:2334—5 c) =

2
d) 2 =322 +22=0 e 72:30—1—1 f) Ve=xz-2

1.29 Los ekvationerna och skriv VL som en produkt av forstagradspolynom

a) 622 —11z—-35=0 b) 922 +262—-3=0

1
) 22—2v2-1=0 d) 2°V2—-2vVH+—==0
) T ) 7

1.30 bestam det minsta vardet av uttrycken nedan.
a) 32°4+2x—1 b) 2?+x+1 ¢) 2+ yitarty+1

1
r—x2—1

5+ /17
—

d) 2*—42?+1 e) %P4 ay+2 f)

1.31 Ekvationen 2% — a®z — b%z + ab = 0 har rotterna z =

bestdam konstanterna a och b. Det finns fyra fall.
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1.4.5 Mer faktorisering

Vi tar nu hjélp av lagarna (1.11).

EXEMPEL 1.55 Faktorisera polynomet 2% + 1.

Losning
Vi bérjar med att utnyttja konjugatregeln (1.11 e)) med @ = 22 och b = 1.
P+ 1= +1=(?+ 1) (2 - 22 +1)
Den sista faktorn kan nu skrivas om enligt foljande.
ot = 1=t $ 227 41327 =

= (@?+1)% - (2V3)? = (2> + 1+ 2V3)(2® + 1 — 2V3)

Vi gor ett forsok att faktorisera den sista faktorn:

2 2
1 1
$2+1—$\/§:$2_2'x\2/§+<\g§> —|—4=<JJ—\/§> +Z

1
Eftersom vi far en positiv term 1 kan vi inte faktorisera 22+ 1 — zv/3 i faktorer

av forsta graden.
Svar: 28 +1 = (22 + 1)(2? + 1 + 2v/3) (2% + 1 — 2/3)

évningar

1.32 Faktorisera polynomen nedan sa langt som mojligt.
a) 8t*4+1 b) t'—4 o) t*—1 d) t*—6124+1
e) t5—1 f) 234+3V3 g)x 2*+4 h)x 28-1

Ledning till d): Bérja med att sitta t2 = z.

1.33 bestdm konstanten a sa att polynomet
f(x) := 323 4+ 5z — a har # = 1 som nollstille. Faktorisera direfter polynomet
sa langt som mojligt.

EXEMPEL 1.56 Kan man faktorisera uttrycket = +y — zy pa nagot annat satt an

(x+y—xy) - 17 Vi forsoker med att bryta ut ett = ur de tva forsta termerna:
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z(1 —y) +y. Vi lyckas tydligen inte att faktorisera hela uttrycket. Foljande
omskrivning lyckas inte heller:

zty—zy=z(l—y)+y—1+1l=z(1—-y)—(1-y)+1=(z-1)1—-y)+1

Vi finner alltsa ingen “vettig” faktorisering.

|
EXEMPEL 1.57 Forsok att faktorisera ab + b — 2ab.
Losning
2 (2 _ 2
a’b+b—2ab=0b(a*—-2a+1)=bla—1)
(Vi bor vid det hér laget kdnna igen en “jamn kvadrat”.)
|

EXEMPEL 1.58 Faktorisera a? + 4ab — b?.
Losning
Vi forsoker med kvadratkomplettering m.a.p. a.
[a® +2a - 2b + (2b)%] — (2b)* — b® = (a + 2b)* — 5b°
De termer innanfér den fyrkantiga parantesen utgor en jamn kvadrat. Efter-
som vi har ett minustecken mellan kvadraterna kan vi kunna utnyttja konju-
gatregeln. Forst skriver vi 5b% = (bv/5)2. Detta ger
(a+ 2b)% — 5% = (a + 2b)% — (bV/5)? = (a + 2b — bV/5)(a + 2b + bV/5)
Kvadratkomplettering m.a.p. b ger ett annat resultat.

—(b* — 4ab — a*) = —(b* — 4ab + 4a* — 5a®) =

= —(b—2a)* + 5a% = (aV5)? — (b — 2a)® = (aV/5 — b+ 2a)(aV/5 + b — 2a)
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Ovningar

1.34 Forsok att faktorisera
a) a®+ ab— 6b? b) 22—-2-6 ¢) a?+2ab—b?

y? 1 2 6z

d) 1+z22+zy*+ e) —+ax—-2 f)* 3224+° -2
T Y Y

K
1.4.6 Rotekvationer

Rotekvationer 16ses via andragradsekvationer. Losningen av dessa ekvationer
brukar ge upphov till falska rétter, d.v.s. man far rotter vilka inte uppfyller
den ursprungliga ekvationen.

EXEMPEL 1.59 Los ekvationen

V2xr—142=zx

Lo6sning

Genom att flytta 6ver 2 till HL och dérefter kvadrera erhalls (=)
2r—1l=a2—da+4,<=0=2>—62+5

vilket kan losas med formeln

2
6 6 642
=24 /(2) —5=222 342
D (2) 2

Genom att sétta in dessa z i den ursprungliga ekvationen Overtygar man sig
snart att = 1 inte ar 16sning. Talet kallas da falsk 16sning eller falsk rot.
déremot visar sig det andra z—virdet z = 5 vara en 16sning. A andra sidan; kan
man vara soker pa att alla 16sningar ar funna? Genom att folja I6sningsforloppet
kommer vi underfund med det. Steget dir bada led kvadreras ar ingen ekvi-
valens:

V2z —1=2-2=2r—1= (v —2) giller

men den omvinda implikationen (<) géller ej. P.g.a. att vi har implikation
fran vanster till hoger far man med alla 16sningar.

For att en 10sning skall vara riktig maste man fa < i samtliga led. Detta kréver
att + och — i endera ledet vara med:

+V2—1l=20-2=22—-1=(r—2)

Detta betyder att ekvationen —v/2x — 1 = = — 2 ocksa 16ses. D.v.s. den falska
roten &r 16sning till denna ekvation.
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Ett alternativt satt att 10sa en rotekvation ges nu i féljande exempel.

EXEMPEL 1.60 Los ekvationen /2 — 2x = = + 3.

Losning

Sitt rotuttrycket /2 — 2z = t. da blir 2 — 2z = t? och dérmed 2 — t? = 2z.
2 +2

3=4——.
+ 2

Ekvationen kan da skrivas t = x4+ 3 =

?+2%—-8=0«<=t=—-1+V/1+8=-14+3, t=2t=-4

Eftersom t = /2 — 2z och en rot alltid > 0 utesluter vi t = —4. t = 2 ger
tillsammans med t = x + 3 att © = 2 — 3 = —1. inséttning i den ursprungliga
ekvationen visar att

VL=+v2—-2z=4/2-2(-1)=20ch HL=-1+3=2

Svar: x = —1

|
EXEMPEL 1.61  Los ekvationen /1 — 3z = 2z — 1.
Losning
Kvadrering ger
1
1—3x:(2m—1)2=4m2—4x+1<:>4ac2—x=()<:>x=0ellerx:Z
inséttning i de bada leden ger VL =1 och HL =2 -0 — 1 = —1 respektive
VL=+41-3/4=1/20chHL=2-1/4-1=-1/2<0
Svar: Ekvationen saknar rot.
|

EXEMPEL 1.62 Los ekvationen 3z — 2 = Va2 — 3
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Losning

Kvadrering av bada led ger andragradsekvationen

30 7 3 3\? 7
7T—122+822=0 I 24 (2) =L
r+3x <~z 2+8 — 1 (4) 2

5
Talet under rottecknet ar T < 0. Av detta kan vi sluta oss till att rot/16sning

saknas.

Ovningar

1.35 Los foljande ekvationer:

a) vV2xr+5=5—2 b) Va24+5=5—-z
c) V1-2z=2x+1 d) 1++V322-2=2

1.36 Los ekvationerna nedan.

a) Vr—4=+\z—4 b) Va2-3=1-=z
c) 2°—1=(x+1)Va2+3 d) Ve+2=2-=z
e) V2-3z=xz-1 f) vV2—z—-17=2z

g) ¥ —1=(x+1)Va2-5 h) 2°—4=(z—2)Va2 -5

1.37 Har ekvationen v/ + 1 — v/z + 7 = v/22 nagon (reell) rot?



38 KAPITEL 1. ELEMENTAR ALGEBRA

1.4.7 Logik och ekvationslosning

Vi ser i exempel 1.61, att bada rotterna ar falska. Genom att testa de tva
erhallna rétterna i den ursprungliga ekvationen avsldjas om roten &ar riktig
eller falsk. Hur uppkommer falska rotter? Vi ser att fran den ursprungliga
ekvationen

Vi-3z = 2r—-1=1-3z=(2z—-1)?

har vi en implikaton, =, och inte en ekvivalens. For att fa ekvivalens kravs
+ framfor, exempelvis VL

+V/1-32 = 2r—1<=1-3z=2x—-1)°
De tva falska rotterna x = 0 och x = 1 ar alltsa riktiga rotter till ekvationen

—+/1 — 3z = 2x — 1 eller ekvivalent vV1 —3x =1 — 2z.

Givet en ekvation f(z) = 0 och erhallna rétter 21 och 5. Vi belyser tre

fall.
I f(r)=0—= {IZ”“
Xr = T2
Implikationen ” = 7 garanterar att eventuella rotter till f(z) =0
ar x = r1 och x = x5. Eventuellt kan nagon eller bada vara falska.
I flz)=0e={" "
Xr = T9g

Implikationen ” <= " garanterar att x = x; och z = x5 ar riktiga
rotter. Eventuellt finns fler.
I f(z)=0e={" %
Tr = To
Ekvivalensen ” <= 7 garanterar att bada rotterna x = z; och
T = xo ar riktiga rétter och det finns inga fler.

”

I exempel 1.61 far vi minst en falsk rot p.g.a. att vi enbart har 7 = ”. Detta
exemplifierar I ovan.

EXEMPEL 1.63 Los ekvationen (x + 1)(2? — 3z — 1) = 2% — 1.

Losning

Vi ser att HL kan faktoriseras som (z — 1)(x + 1). Vi far alltsa

(x+1)(z? =3z —1)=(z —1)(x +1).
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Om vi forkortar den gemensamma faktorn x 4+ 1 fran bada led, far vi
P -3r—1l=0—-1+=2*-32=0<+ {x:
xTr =

Genom forkortningen ”strykningen” av den gemensamma faktorn x + 1 tappar
vi roten som ges av x + 1 = 0, d.v.s. x = —1. Hur forklaras detta? Jo,
forkortningen ar detsamma som division med z + 1. For x + 1 = 0 kan inte
denna division utféras eftersom man inte far dividera med 0. Dé&rfér maste
dven ekvationen x + 1 = 0 16sas, d.v.s. vi far dven roten x = —1.

Detta ar ett exempel pa fall I, ty vi kan inte komma fran

(x+1)(2? =32z —1)=(z—)(x+Dtillz* -3z —1=2+1

eftersom det kraver en division med x+ 1, som kan vara lika med noll. Daremot
kommer vi fran

22 —3r—1=g—1till (z+1)(2* =3z —-1) = (z —1)(z+ 1)

genom att multiplicera med « + 1 i bada led. Sammantaget har vi endast
implikationen

(z+1D)(@?-32—-1)=@@-Dr+l)=2*-3z—-1=z—1.

Vi observerar ocksé, att 2 — 3z — 1 = x — 1 ger rotterna = 0 och = = 3
som garanterat ar riktiga rotter till den ursprungliga ekvationen p.g.a. denna
implikation.

1.4.8 Logik och Pythagoras sats

Sats 1.4 Om a och b ar kateter och ¢ hypotenusa i en triangel sa ar

a’ +b? =c2. (1.23)

Kommentarer

e Vi observerar att satsen ar en implikation:

alb= a®+0b%=_7

e Aven omvéandningen géller. Den anvénds for att konstruera vinkelrata
horn.

e Ett elegant bevis gjordes av Leonardo da Vinci, se figur!
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Bevis av Pythagoras sats
F

4
E cls @ B
AT,
e RS
I’ "\,
/' b X C
/' \‘
0l \\
N,
D A \ H

dér de tre fyrhérningarlna med sida
a, b respektive c dr kvadrater.
Trianglarna CEF och IHJ &r kongruenta
med triangeln CAB.

Bevis av Pythagoras sats, enligt Leonardo Da Vinci

(i) Fyrhorningen DABG &r kongruent med de tre tetragonerna DEFG,
CAJI och CBHI.

(ii) Dérmed har hexagonerna DABGFE och CAJIH B samma area.

(iii) Trianglarna CEF, CAB och I HJ ar kongruenta och haralltsa samma
area.

(iv) Ta bort trianglarna CEF och CAB fran den férsta hexagonen och
ta bort trianglarna I HJ och CAB fran den andra hexagonen.

(v) Det som aterstar av den forsta hexagonen ar kvadraterna CFGB,
med area a? ADEC, med area b2.

och det som aterstar fran den andra hexagonen ar kvadraten JABH

med area 2. Detta visar att a® + b2 = 2.

Ovningar

1.38 Givet trianglar med sidolangder nedan. Avgor om trianglarna ar vinkelréta.

a b ¢
(a) 5 12 13

(b) 20 21 29

(c) 7 24 26
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1.39 Visa att med
a=2z%—y? b=2xy och ¢ = 2? 4+ 3>

ar a? + b = 2.

1.5 Rationellt uttryck

EXEMPEL 1.64 En kvot mellan tva polynom sasom

t?+1 22 — 22 —6x+ 14
eller
3t—4 2 +x—2

benadmner vi rationellt uttryck.

Rent allmént &r ett rationellt uttryck r en kvot av tva polynom, d.v.s.
p(x)
r(r) = —/—= 1.24
@ = 2 (1:24)

dar p(z) och g(x) # 0 ar polynom. uttrycket ar giltigt (eller definierat) for de
x sadana att q(x) # 0, dvs for (definitions-)méngden {x : ¢(z) # 0}

EXEMPEL 1.65 Betrakta de rationella uttrycken

3+=x 1 22— -3
b
) ) i

a) T 20 +1

Vi vet sedan tidigare att man inte for dividera med talet 0. Vi skall nu un-
dersoka for vilka « som dessa dr giltiga/definierade.

3+

a)
varden pa x ar uttrycket definierat.
a) Svar: Uttrycket &r definierat for « # 0.

har ndmnarpolynomet x som alltsa inte far vara = 0. For alla andra

b) ndmnarpolynomet dr 2x + 1 och dess nollstélle ges av ekvationen 2z +1 =0

dvs z=—2.
V.S x 5 1
b) Svar: Uttrycket &r definierat for x # —3
¢) ndmnarpolynomet dr 22 + z = z(x + 1) som ir = 0 precis did = 0 eller

r=—1.
¢) Svar: Uttrycket ar definierat for « # 0 eller z # —1.
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Eftersom man i ett rationellt uttryck kan valja
namnarpolynomet konstant &r polynom specialfall av ra-
tionella uttryck.

Om man har en summa mellan tva brak (rationella uttryck) i variabeln x kan
dessa skrivas pa minsta gemensamma ndmnare MGN, jAmfér med sidan 12.
Att "skriva om”, handlar aterigen om identiteter (och inte om ekvationer).

EXEM2PEL 1.66
— — har z(z 4 1) som MGN. saledes forlanger vi den forsta termen med
x

z+1
x och den andra med z + 1.
2 3 2 =z 3 x+l 2x-3(+1) —=x-3  x+3
z+1 = z+1 =z 2 z+1  z@@+1)  z@@+l) 224z
|

EXEMPEL 1.67 1 det foregaende exemplet finns ingen gemensam faktor fér de
tva ndmnarna x och x + 1. darfor blir den minsta gemensamma ndmnaren just
produkten av de tva ndmnarna. Hér nedan skriver vi ihop tva termer pa MGN.

S — 2 1 5 — 2 1

x2+x+1273x_;ﬂ($+1)+x(x73)

Tydligen &r den minst gemensamma ndmnaren MGN = z(z + 1)(x — 3). Man
tar saledes med faktorn x endast en gang eftersom den redan finns i de bada
ndmnarna! Fortsattningen blir nu

Sr—2 x-3 1 r+1 bz —2)(x—3)+1-(z+1)

J;(x+1).sr:—3+x(x—3)'x—&—li"' z(x —3)(z+1)

Forenklas nu taljaren erhalls

5% —16x + 7
x(x —3)(z+1)"

Kan ytterligare forenkling goras? Det &r detsamma som att fraga sig om naot
av ndmnarens nollstéllen &r nollstdllen till tiljaren. Enligt Faktorsatsen (1.22)
sidan 30 ar det detsamma som att téljaren = 0, om x =0, z = 3 eller z = —1.
Provning ger att téljaren # 0 for dessa z, varfor svaret ovan &ar fullstandigt
forenklat.
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Ovningar

1.40 Skriv foljande rationella uttryck pa MGN.

2—z 3 3 t+1

z by —— 4 -

a) x+1+x ) t271+t2—t
3—t 5 1—t t2—2

2. ) — 4=

0w traryn Y I tEn

1.5.1 Utveckling av rationellt uttryck

Med wutveckling av ett uttryck menas att det delas upp i termer av enklare
slag. Vi anvander oss av en metod med tva steg, polynomdivision och par-
tialbraksuppdelning.

Om i ett rationellt uttryck (rationell funktion) ndmnarens grad < téljarens
grad, sa kan man gora en polynomdivision.

Den gar till som en vanlig division med trappa eller liggande stol.

223 —x2—6x+ 14
24z —2

EXEMPEL 1.68  berdkna/utfor divisionen

Losning

Vi observerar att grad téljare= 3 > grad ndmnare= 2, alltsa &r polynomdivi-
sion mojlig.

2z — 3 (kvot) “
223 — 22— 62+ 14 22+ —2 téljare/nimnare
— (223 + 222 — 4x) Produkten 2z - (22 + z — 2)
—32% —2x + 14 Subtraktion av de bada leden
—(—32% — 32 + 6) Produkten —3 - (22 + x — 2)
x + 8 (restterm) Subtraktion av de bada leden

Eftersom gradtalet pa resttermen z + 8 &r = 1, d.v.s. ldgre &n ndmnarens
gradtal (= 2) stoppar algoritmen vid detta steg och x + 8 ar restterm. Divisio-
nen innebar att

2x3—x2—6x+14_ x4+ 8

% — 34—
2 4+x—2 v Jr3L‘2—|—a:—2

Om déremot ndmnarens gradtal ar > téljarens, (som éar fallet med en eventuell
restterm efter polynomdivision) kan man gora en
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partialbrdksuppdelning (PBU) (eller uppdelning i partialbrdk)® . Foljande ex-
empel, vilken ar en fortsattning av det forra, belyser vad detta innebér:

PBU da ndmnaren kan faktoriseras i (reella) férstagradspolynom.

EXEMPEL 1.69  Skriv differenserna av de tva braken pa gemensamt brakstreck:
3 2

r—1 x+2

Losning:
32 3(z+2) 7 2(x—1)
r—1 z+2 (z—-1(x+2) (z+2)(z—-1)

3z +6— (20 —-2) z+8
(@ +2)(z—1) (z—1)(z+2)

Att vanda pa problemet och dela upp det sista uttrycket i de tva ursprungliga
termerna kallas PBU. Man gor da en ansdttning:

r+8 A B

C-D@+2) o-1 z+2

dér A och B ar konstanter, vilka nu skall bestdmmas. Genom att gora likndmnigt
erhalls likheterna

z+8 A(x+2)+ Bz —1)

(z—1)(x+2) (x =D (z+2)
For att likhet skall gélla, s& maste téaljarna var lika d.v.s.
zr+8=(A+B)z+2A-B

For att likheten skall gélla for alla (i definitionsméngden), sa maste respektive
koefficienter vara lika.

VL HL
x: 1 = A+ B
1: 8 = 2A-B
Det sa uppkomna ekvationssystemet har 16sningen A = 3 och B = —2, vilket

ju stdimmer med det ursprungliga uttrycket (sista termen i det sista ledet i
exempel 1.68). Tillsammans med resultatet i detta exempel, har vi att
20° —x? —6x 414 3 2

% — 34—
24+ —2 . +x—1 T +2

5En exakt definition av ett partialbrak, ar ett rationellt uttryck med grad tilj<grad nimn.
Med PBU utvecklar man ett rationellt uttryck i en summa av partialbrak av enklast méjliga
form.
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-3
EXEMPEL 1.70 Vi partialbraksuppdelar nu 372 .
x?—x
téljaren ar av grad 1 emedan ndmnaren ar av grad 2 och ddarmed av hogre grad.
Detta &r en forutsittning for att kunna partialbraksuppdela. Vi borjar med

att faktorisera nimnaren. 22 — x = x(x — 1) och ansitter alltsa
x—3_A+ B A(x — 1)+ Bz
R z(z —1)
jamfor vi nu forsta och sista leds téljare (ndmnarna ar ju lika.) far viz — 3 =

A(x — 1)+ Bx = Az — A+ Bz = (A + B)xz — A och dérefter jamfor de olika
ledens koeflicienter far vi

{MGN} =

22—z

VL HL
z: 1 = A+ B
1: -3 = —-A
Avdettaser viatt A=3och B=1—-—A=1-3= -2, alltsa ar
r—3 _§ 2
22—z =z x-1

De tva erhallna termerna kallas partialbrak.

PBU da en faktor av grad 2 i ndmnaren inte kan faktoriseras i
(reella) forstagradspolynom.

—6
EXEMPEL 1.71 partialbraksuppdela det rationella uttrycket ;ET
X x

Losning
Eftersom nimnaren endast kan faktoriseras till x(z2+2) kommer ansittningen
vid PBU att se lite annorlunda ut:
r—6 A Bzx+C
x3 4+ 2 22 +2

X

d.v.s. man ansitter med ett forstagradspolynom Bz + C med nimnare 22 + 2.
Liknadmnigt ger att

VL HL
z2: 0 = A+B z—6 3 3zx+1
d.v.s. = ——
x: 1 = C x3 + 2z x  x242
1: -6 = 24
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Definition 1.2 Vi infor foljande begrepp: FEtt rationellt ut-
tryck/funktion séges vara utvecklat efter det att man utfort polynom-
division (om grad tilj > grad ndmn) och utfért PBU.

PBU da ett nollstille till ndmnaren &r en (reell) dubbelrot.

3z +4x—1
3 4+222+2’

EXEMPEL 1.72 Utveckla

Losning
Vi utfor forst en polynomdivision.

3 <+ kvot
|23 +22% + o

3t +4x—1
—(32® + 62° + 3x)
0—6z224+z—1

< restterm

—622 + 2 —1

3+ 222+

nimnaren kan faktoriseras som z(z%+2z+1) = x(x+1)?, d.v.s. nimnaren har
ett dubbelt® nollstille x = —1. Anséittningen kommer nu att se lite annorlunda
ut jamfort med de tva tidigare exemplena:

—6m2+$—1_A+ B L c
B4+2224+r o x+1 (z+1)2

Nu aterstar att partialbraksuppdela

dven hér gor vi likndmnigt i HL och erhaller

—62? +3z—1  A(z+1)*+ Ba(z+ 1)+ Cx
w3 +222+1 z(z +1)2

VL HL
22: -6 = A+ B
z: 1 = 2A+B+C
1: -1 = A
Ekvationssystemet ger A = —1, B+ C = 3 samt —6 = —1 + B. Saledes &r
B = —5 och darmed C = 8. Resultatet av vara anstréngningar ger nu att
328 +4x—1 B 1 5 8

w3 +222 +x a:_x+1+(x+1)2

6Med detta menas att (ndmnar-)polynomet innehaller faktorn (z — 1)2.
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EXEMPEL 1.73 Iexempel 1.68 ser vi att kvoten &r ett polynom av grad 1 =téaljarens
grad minus ndmnarens grad. Vi kan i stéllet fér polynomdivision, anvéanda
ansittning dven hir. Ansitnningen gors som i exemplena 1.68 och 1.69 till-

sammans.

223 —x2—6x+ 14 A B
=C D+ — .
22 4+x—2 T +x—1+x+2

Innan vi sétter vi HL pa MGN, ser vi att C' = 2, kvoten mellan téljarens och
nidmnarens hogstagradskoefficienter. Alltsa

22°% — 2% — 14 A B
Gl a L = 224+D+ — F—— =
24+ —2 z—1 z+2
203 —22 —62+14 = 228+ 2+ D)2’ +(A+B+D—4)x+2A—-B—-2D

Detta ger ett ekvationssystem

2. —-1=2+D A=3
2l - 6=A+B+D—-4<=<{B=-2
20 14=24—-B-2D D=-3

d.v.s. med samma koeffcienter som innan. Vi far alltsa samma utveckling

22 — 22 —6x+ 14 3 2
=22 -3+ —— — .
24+ x—2 x +a:—1 T+ 2

Ovningar

1.41 Utfor polynomdivision av féljande rationella uttryck

3492 —1 2 —1
2) x° + 2z b) T o) 6x
T r+1 20— 1
2 S42x—1 S42r—1
d) x e) x° 4+ 2x f) x° + 2x
20 +1 z+1 241

1.42 partialbraksuppdela foljande rationella uttryck

2 2 3r+1
22+ b) 2 —1 )

a)

x? —4x
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1.43 Utveckla foljande rationella uttryck

) 3z +1 b) 3z +1 ) 22 +1
a ¢) —m8M8M—
R — 3 —x 2 —4x +3
d) 223 — 9z + 2 ) 3r+1 f) 5a3 — 322 + 6z — 16
st T e o) 2T
3 — 4z (x+1)2 z* — 8z

1.5.2 Ekvationer med rationella uttryck

2
EXEMPEL 1.74 For att 16sa ekvationen — = 3 kan vi helt enkelt invertera bada
T

1 2
led, g — = och dérefter multiplicera med 2 i bada led, z = =.

En annan mojlighet att komma at x ar att multiplicera med x och dividera
med 2 i bada led”.

3z+1
+ . Genom termvis divi-

EXEMPEL 1.75  Betrakta det rationella uttrycket

sion (polynomdivision) erhalls

3z+1 3z, 1 3 1

ST T T R
T+ 1

Men for att 16sa ekvationen = (0 gobr vi ingen termis division.

x
Ekvationen = 0 precis da tdljaren = 0 emedan ndamnaren inte far vara = 0,
vilket har betyder att x # 0. Losningen ges alltsa av ekvationen 3z +1 = 0
dvs. 3r=-1, 2 =—-—.

Alternativt kan vi 16sa ekvationen m.h.a. den termvisa division vi gjorde.

3 1 3 1 2 2

9T VT T Ty T 3T TP

EXEMPEL 1.76 pa liknande sétt som i det forra exemplet skall vi forséka 16sa

-3
= 0. For det forsta ar uttrycket definierat for alla x # —1,

. T
ekvationen
+1

7Vi borde redan fran borjan iakttagit att uttrycket inte &r definierat for x = 0.
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eftersom det ar precis detta x som gor att ndmnaren = 0. Losningen ges alltsa
av de/det 2 som gor att téljaren = 0 férutsatt att ndmnaren # 0, d.v.s. z # —1.

3
Losningen ges alltsa av 20 —3 =0, x = 5
|
.. . 2—x
EXEMPEL 1.77 Los ekvationen =4
3r+1
Vi gar nu igenom de viktiga 16sningsstegen.
Det ar lampligt att flytta VL:s nimnare till HL:s tiljare®.
2—z _4 3r+1 2—x—4(3x+1)70
3z4+1  3z+1 3z +1 B
taljaren =-2—-13z=0 2 1
. =S r=——AT# ——.
ndmnaren =3x+1#0 13 3
2
Svar: © = ——.
var: x 3
|
Kommentarer
e Att ett rationellt uttryck = 0 ar detsamma som (ekvivalent med) att
téljaren = 0 under férutsdttning att ndmnaren # 0.
. . 1
ExXEMPEL 1.78 Los ekvationen -2=0.
3+z
Losning
Forst iakttar vi att ndmnaren = 0 precis da x = —3. Just detta x ar uttrycktet
inte definierat for och alltsa kan detta x = —3 inte vara rot till ekvationen. Vi
kan exempelvis borja med att flytta 6ver —2 till HL.
1 1 1 b)
=2 1=2 — = =—-_3=_=
g = (3+:c)<:>2 3tz 5 3 5
5
Svar: x = —5) som ar en riktig rot, eftersom den ar # —3.

1
Alternativt kan vi skriva VL 377 2 pa gemensamt brakstreck.
x

1 5 1 2B3+2) 1-6-2r —5-2x

3+z ° 3+z 3+=z 3+2 34z

azr+b

crtd kallas brutna linjara avbildningar.

8Uttryck sasom
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Lésningen ges av att téljaren = 0 och ndmnaren # 0, d.v.s. x # —3.
Taljaren: —5 — 2x = 0, vilket ger samma rot som tidigare.

1 1
EXEMPEL 1.79  Los ekvationen + = §
zr—1 x—4 4

Losning
Vi skriver VL pa gemensamt brakstreck med MGN, som &r (z — 1)(z —4). Vi
forlanger saledes forsta term med (z — 4) och andra term med (z — 1), d.v.s.
L oo—4, 1 a-1 1@+l (e-1)_ 25
r—1 2—4 2—-4 z—-1 (x —4)(z —1) S (r—4)(z—1)"

Vi l6ser nu ekvationen med denna omskrivning av VL.

%:224@%5):5@—@@_1).

Observera, att vi inte har ekvivalens eftersom ” <= 7 inte fungerar fér = = 1
och x = 4. Utveckling av bada led ger

81720:20725x+5x2<:>5x2733x+40:0<:>x2f3%r+8:0.

Denna ekvation gar att 16sa med p, g-formeln.
;v—@ 1089_@_§ig_33i17
~10 V100 100 10 10 10

16 8
Vi erhaller tva riktiga rotter @ = 5 eller x = 0= 5 eftersom dessa inte ar

lika med varken 1 eller 4. (svar).

EXEMPEL 1.80 Betrakta en rak cirkulér cylinder (en rund burk) med radie r
och héjd h. Dess area ges av

A = topp + botten- area 4+ mantelytans area = 27r? + 277 - h

Dess volym ges av V = 7r? - h. bade arean A och volymen V beror pa tva
variabler, r och h.
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(a)

Antag till att borja med att vi vill ha en burk som rymmer 1 liter (= 1
dm?). Vi kan d& eliminera en av variablerna ex.vis h genom att V =1 =

mr2h varfor — = h.
. 7TT‘ o .
Insatt i arean erhaller vi

1 2 2(mr3 + 1
A =22 4 2nr-h = 27r7"2+27r7"-—2 =2mr?+ = = {MGN} = 7(7TT +1)
r r

Detta &r ett rationellt uttryck i ». Om radien &r r = 1 (dm) erhaller vi

€1l area 3
A=.. .= Q(W%H) = 2(m +1) (dm?).

Givet att volymen dr 1 dm3, som i (a). Vilken/vilka radier (och héjder)
skall cylindern ha, om dess area ir A = 6 dm??

Lo6sning

Vi har da att 16sa ekvationen
2(mr3 + 1)

=62’ +1)—6r=0<=mr’+1-3r=0
;

Detta ar en tredjegradsekvation. sa langt kan vi konstatera att vi enbart
kan acceptera rotter » > 0 av rent praktiska skil. En numerisk (approx-
imativ 16sning) ger vid handen att » = 0.713. .. eller » = 0.4007. ... Det
finns alltsa tva losningar. Det finns dessutom en tredje rot r =~ —1.11
men denna rot kan alltsa inte komma i fraga. Motsvarande hoéjder ar

1 1
5 =1 = 0.625869... och —5 = hy = 1.98236. ..
r

Ty b

Sammanfattningsvis kan vi konstatera att vi for tva rétter /16sningar och
alltsa finns tva former pa cylindrar, som uppfyller villkoren med volym 1
dm? och area 6 dm?.

%

r1 = 0.625869..., hy = 0.625869. .. ro = 0.4007130.. ., ho = 1.98236...
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EXEMPEL 1.81 Om man skriver ihop ett antal termer pa gemensamt brakstreck
strdvar man mot att fa denna sa liten som mojlig. Man skriver termerna pa
minsta gemensamma namnare (MGN).

6 22-1 6 2z — 1

224+z 22-1 z@x+1) (x—1(x+1)

MGN = (z — 1)(z + 1)xz. Den forsta termen skall alltsa forlangas med = — 1
och den andra termen skall férlingas med z. Vi for da (Observera att vi har
fortsatt likhet).

6 3 2x — 1 6z —1)—-Q2r -1z
z(x+1) (z-Dx+1)  z@+D@-1)
Tz — 1 — 222

oz D)z —1)

EXEMPEL 1.82  For att 16sa mer komplicerade ekvationer med rationella uttryck
sasom

6  2zx-—1
224+ a2-—1

iakttar vi forst att © # 0 och x # £1. déarefter flyttar vi 6ver samtliga termer
till samma sida sa att vi far

6  2x-1

L R
224+x 22-1

darefter foljer samma omskrivning som i exempel 1.81.

Tx — 6 — 222 _0

z(r—1)(x+1)
taljarens nollstillen ges av ekvationen 7z — 6 — 222 = 0.
Med “p-q” formeln far vi z = % och x = 2. Ingendera av dessa ar x = 0 eller+1
sa de utgdr rotterna till den ursprungliga ekvationen.
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EXEMPEL 1.83

Los evaktionen
2 1+3z 2?+3

r—1 22-1 x4+1

Lo6sning

Vi anvinder samma teknik som i foregaende exempel och borjar med att flytta
over termerna till ex.vis HL och skriver uttrycken pa MGN (Minsta Gemen-
samma némnare) 2 — 1:

143z 2243 2 _2—2x—|—x2—x3

_ _ = =0
2 -1 z+1 z—1 2 —1

Rotterna till denna ekvation dr de x sadana att tdljaren = 0 men ndmnaren
# 0. De tal som ej kan inga i 16sningen ar z = +1. Vi ser genom prévning att
téljaren = 0 for x = 1. saledes ar  — 1 faktor till tdljaren. Polynomdivision
ger nu att téljaren &r

2-2x+42% -3 =(1—-2)(2+2)

Eftersom x2 + 2 > 0 for alla x saknar den ursprungliga ekvationen 16sning.

Vi sammanfattar nu ekvationer med rationella uttryck.

1. For mer komplicerade ekvationer flyttas samtliga termer 6ver till endera
sidan, sa att andra sidan = 0. (I exempel 1.79 gors inte detta men
déremot i exempel 1.82.)

2. Termerna “slas samman” genom att skriva dem pa minsta gemensamma

p(x)

namnare, MGN. Man har alltsa en ekvation pa formen ﬁ = 0, dar
p(z) och ¢(x) ar polynom samt ¢(x) = MGN. !
3. Rotterna/losningarna till den ekvation ges av de x sadana att
a) téljaren p(z) = 0 men
b) ndmnaren g(x) # 0 (se kommentar pa sidan 49).

Ovningar

1.44 Los ekvationerna

2 1 1 1 1

- 1: b = _—= - —

2) x+ 0 ) r+1 ) T 2+3
Tz +1 rz—1 1 1
d ——xz=0 =3 f - — 4=
) x . e) x ) T :c+3
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1.45 Los ekvationerna

1+2x T 1—z
=1 b 3=0 =2

A — ) 3221 ) Tia
z—1 2-1 2 L_1

d —1=0 - == f) 1=2=2
) 1732 © =273 ) 242

1.46 Los ekvationerna

1 3x 4+ 2 2
= b =2 2r — 3 = —
R R ) 2 ! ?) @
1 4x S5 —1 r—1 2 —x
d = = f 1=0
) 2—-1 x+1 ) 2 +3x 22—z ) x3—1+
1.47 Los ekvationerna
) 1 T ) 222 4+3zx+1
a = = —
142 1—a+22 322422 —1
2 1 n
<) dx :; d) x—3 (z—3) (x+2)
1+2 x4 22 I 1 -0
2 —4
1.48 Los ekvationen
9 3+ 233—6_0
x x—1 z2—z
for olika konstanter b
1 b—
1.49 Los ekvationen x; — = a4 , dér a och b ar tva olika
—a x-—0b 2 —ab

T
konstanter skilda fran noll.

1.5.3 Polynom av grad 3 och hogre

EXEMPEL 1.84 Ett tredjegradspolynom #r ex.vis: f(z) = 2% +2 — 2.
For att 16sa ekvationen f(z) = 0 finns det en formel liknande (1.21) sidan 29
(Se sidan 59.). Den &r kranglig, sa i detta fall gissar och serl att x = 1 &r en
rot. Faktorsatsen ger nu att (x — 1) ar faktor till f(z). Man kan nu utfora
en polynomdivision som maste ga jamnt upp (faktorsatsen). Vi skall alltsa
berdkna, d.v.s. utfora divisionen

B +ax—2
rz—1

)
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(liksom pa sidan 43 avsnitt 1.5.1), som blir ett polynom av grad 2, d.v.s.

B +x—2

T = az® + bx + c eller ekvivalent 2® 4z — 2 = (z — 1)(az? + bz + ).
T —

Divisionen gar alltsa jamnt upp, sa att i stéllet for en liggande stol utnyttjar
vi att den sista likheten ar en identitet. Det betyder att koefficienterna i VL
och HL ar lika.

VL HL
1'3 : 1 = a a = 17
z2: 0 = —a+b <= {b=1,
x! 1 = —-b+ec c=2.
2 -2 = —¢

Vi sluter oss till att polynomdivisionen ar

3
-2
Hixl:x2+m+2ellerf(:r):x3+x—2:(:r—l)(a:2+x+2).
T —

For att 16sa ekvationen f(x) = 0 aterstar att 16sa 22 +x +2 = 0. p, g—formeln
ger

1
x2—|—x+2:0<=>x:—§:t

Séledes finns inte fler (reella) rotter &n z = 1.
Svar: f(x) =0 har roten z = 1.

EXEMPEL 1.85 Vi erinrar oss att ett rationellt tal ar ett tal som kan skrivas
m
—, ddr m och n ar heltal. saledes ar — ett rationellt tal. Ett annat sitt att

n
karakterisera ett rationellt tal ar att dess decimalutveckling &r periodisk.

8

— = 1.1428571428571428571428571 . ... Perioden ar 142857. De flesta heltalsrotter

sdsom v/2 och v/3 &r inte rationella tal. Sadana tal kallas irrationella tal.

EXEMPEL 1.86 Polynomet 2x2 + x — 6 kan faktoriseras via (1.21). nollstillena
arx = —2och z = g, varfor 222 + 2 — 6 = (22 + 3)(x — 2).

3
Vi ser da att nollstéallet z = 3 “avspeglar sig” i VL:s 2:a framfor 22, som alltsa
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ger nollstéllets ndmnare.
P.s.s. dr tdljaren (—)3 en faktor i nolltegradskoefficienten —6.
Vidare ar det andra nollstéllet x = 2 en faktor till nolltegradskoeflicienten —6.

EXEMPEL 1.87 Polynomet f(z) = 22%—5x?—13z—5 ér ett tredjegradspolynom.
Dess koefficienter ar 2, —5, —13 och —5, d.v.s. heltal.
Man séger da att f(x) har heltalskoefficienter.
Om polynomekvationen f(z) = 0 har en rationell rot z = s/t forkortat sa langt
som mojligt, dir s och ¢ ar heltal, kan man visa’ att s méste vara divisor till
den sista termen —5 och ¢ maste vara divisor till hogstagradskoefficienten 2.
Detta innebér alltsa att

s==1,+50cht==+1,+£2, dvs. z= :I:%, :i:%:l:%, :i:g

Genom inséttning av dessa atta kandidater visar sig = —1/2 vara en rot.
For att fa fram eventuella andra rotter utnyttjar vi faktorsatsen. Vi vet att
(22 + 1) ar faktor till f(z), varfor divisionen

f(z)  22° —52% — 13z —5
20 +1 2z +1

gar jamnt upp. Kvoten visar sig bli 22 — 3z — 5.
Genom att 16sa ekvationen 22 — 3z — 5 = 0 erhaller vi samtliga rétter till

ekvationen f(z) = 0.
3429
T2

Dessa ar alltsa x = —1/2, x . Samtidigt erhaller vi faktoriseringen

av f(x):

fl@) =24 522 — 130 — 5= (22 + 1) <w_3+\/79> (m—m>

2 2

EXEMPEL 1.88 Polynomet 3z3 + 4x + 1 eventuella rationella nollstillen har
som téljare +1 och som ndmnare +1,4+3. nollstdllena skulle i sa fall vara

1
r,+l, 1= ig' insiittning i polynomet (gor det som 6vning) 3z3 + 4z + 1

9Detta bevisas inte hir.
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visar sig att inget av dessa z &r nollstélle. Vi kan da dra slutsatsen att poly-
nomet saknar rationella nollstéllen. D.v.s. samtliga (hogst tre) nollstéllen
maste vara irrationella. Numeriskt kan dessa tas fram. Det visar sig att det
endast finns ett (reellt) nollstille som ar x &~ —0.239674.

EXEMPEL 1.89 Polynomet 22 — x — 1 har heltalskofficienter men diiremot inte

2% — 2v/2 — 1. Det forra polynomets nollstéllen dr dock inte rationella.

4
ExEMPEL 1.90 I polynomekvationen % — 22% = 1 kan man forlinga bada led

med 3 och erhalla z* — 622 — 3 = 0. Polynomet i VL har nu enbart heltalskoef-
ficienter. Eventuella rationella rotter ar alltsa @ = £1/1, +£3/1. Ekvationen
gor i detta fall att 16sa direkt genom att sitta 22 = ¢ och déirmed z* = ¢2.

2 _6t-3=0<=1t=3+/9+3=3+23

Eftersom t = 22 kan vi bar acceptera t = 3 + 2+/3. Rotterna ar alltsd z =
+4/3 + 2v/3 som alltsé inte ar rationella.

EXEMPEL 1.91 Polynomekvationens 22 — 2 = 0 eventuella rationella rotter Ar
x = 4,2+ 1. Eftersom inga av dessa ar rétter maste ekvationens rotter vara
irrationella. Nu ar

P2 —2=0c=22=2c=2=2+2

Av satsen om rationella rotter foljer att /2 ér irrationellt.

ovanstaende exempel visar darmed hur man kan fa fram eventuella rationella
rotter under forutsittning att polynomet har heltalskoefficienter. Denna sats
kallas ”Satsen om rationella rétter” och

Sats 1.5 (Satsen om rationella rétter) Om i polynomet (1.20)
samtliga koefficienter aq, ..., a, ar heltal och om polynomet har ett ra-

tionellt nollstalle x = —, forkortat sa langt som majligt, sa ar s en divisor

till ag och ¢ en divisor till a,,.
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Bevis: Vi avstar fran ett bevis.

For ett tredjegradspolynom erhaller man, efter division med motsvarande fak-
tor, ett andragradspolynom vilket sétts = 0 och déarefter 16ses med identitet
1.21.

Ovningar

1.50 Faktorisera foljande polynom sa langt som mdgjligt. Polynomen har minst
ett rationellt nollstélle.

a) 223 —32%+1 b) 22° 4322 —4x —6
3., .2 3 2
c) zW4a‘+2x+2 d) 22°+ 72" +Tx+2
1.51
a) Utveckla uttrycket
2+ 3z — 622 — 92% 4 22 + 327
?+x—1

b) Los ekvationen 0 = 2 + 3z — 622 — 92 + 22* + 32°
Ekvationen har minst en rationell rot!

1.52 Los ekvationen 9 — 392 + 58 22 — 36 23 + 82* = 0. Ekvationen har en
rationell dubbelrot. Skriv VL som en produkt av polynom av ladgsta mdojliga
grad

1.53 Polynomet

flx) = a3 + (\f -3 - V2)z? + (\/6 —3v2 — 2\/§)x + 6 har ett nollstille
x=+/3.
Faktorisera f(x) sa langt som mdjligt!

1.54 Faktorisera foljande polynom sa langt som mdjligt. Polynomen av grad
tre har minst ett rationellt nollstalle.

a) 32°4+52°+8x+4 b) 22° -T2 a2 +1
c) 8x3+ 1222 +62+1 d) 1-52%+4z"

1.55 berékna konstanten a sa att polynomet f(x) for ett nollstille i « = b. Tag
ocksa fram Ovriga nollstéllen till polynomet.

a) f(x)=3z3+bzx—ar’ -1, z=0=1/3
b) f(x) = 325 — az* — 322 + 3, r=b=1
c) flx)=a*—222—ax, z=0b=2

d) f(z)=2%—-22% —ax -1, r=b=-1
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Formel for tredjegradsekvation *

Man kan i princip dven l6sa tredje- och fjardegradsekvationer med formler
innehallande rotuttryck liknande p — ¢ formeln. For en allmén tredjegradsek-
vation (ekv. 1.25) borjar man dock med att ”eliminera” andragradstermen
i

2 +ar? +Br+y=0 (1.25)

genom att anvénda substitutionen x — /3 = ¢, varvid man erhaller

38 — a? 203 af
t+ — — — =0. 1.26
5 Ty 3t (1.26)

8+
De nya koeflicienterna kallar man nu {or a respektive b:
t3+at+b=0 (1.27)

Den i sin tur har en l6sningsformel, atminstone fér en av rétterna:

[} 3 b a3 bQ 3/ b a3 b2
S B Y L SR v - ANIDY 1.2
rog =t \/2+ 27 "3 \/2+ ST (1.28)

1.6 Forenkling av uttryck IT

Forenkling innebér en bra tréning i algebra. Man anvinder de befintliga
riknelagarna (1.11).

Exempe 1,92 Forenkla 2 Lésning: % — —W—1) __
: Y- y - (y —2)(y + )
_m+y
|
a+ 2b2
EXEMPEL 1.93 Forenkla ———+
érenkla —5— 7
Losning
Man ser att 4b* = (2b%)2. I ndmnaren star alltsd differensen mellan tva
kvadrater:
a+ 2b2 a + 2b? a + 2b? 1

a2 —4b*  a? — (262)2  (a—2b%)(a+20%) a— 202
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b 2
(x+a)®+ (a+b)
ExXEMPEL 1.94 Forenkla v
b + 22
Losning
ab 2 2 b2
(x+a)2+(x+b> (x+a)2+%(a+x)2 (x+a)2<m2+1)
b2 + 22 - b2 + 22 - b2 + 22 -
b2 + z2
2
_(x—|—a) 3 :(x+a)2:<1+g>2
b2 + 22 z?

EXEMPEL 1.95 * Forenkla v/1 —+/1 —z2 om —1 < 2 < 0. Ledning: Uttrycket
under det yttre rottecknet kan skrivas som en jamn kvadrat

Losning
1
1-VI—2?=1-VI—avita=; (2—2 (1—x)(1—|—x))
Vi antar nu att 24/1 — z+/1 + = &r den dubbla produkten.

2=(1-2)+(1+2)=H1-2)2+(V1+2)? dvs.

1

2&2—2 (1—x)(1+x)) =
:*<(\/1—x)2+(\/1—|—x)2—2 (l—z)(l—l-x)) =

- z(\/ﬂ— ity

saledes ar
N \/;(m_m)z = (V=7 - VTF)

Eftersom ” \/” alltid &r > 0 och —1 <z <0sa ar v1—x—+/1+ x> 0, varfor
det ar ” 4+ 7 som galler.

1
ﬁ(\/l—x—\/l—&—x)

Svar:

Vid forenkling av uttrycken nedan kommer identiteterna i (1.11) sidan 16 vél
till pass.
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(3vningar
1.56 Forenkla. . .

a)

c)

d)

e) (z+1)2—(z—1)72 f)

2+1/x
dr —1/x

1 24 3x -1
EJFH*%H"_Q

(z+ 1)+ (z—1)3

2z
1.57 Foérenkla foljande uttryck
V3 —
) (1)2 23 Viz+1l+ux
V3
1 1
d) z—1 z4+1 o) 2?2 —xv2 -1 f) (a—0b)*+b*+2a®
1 V2 —-14++3 a® + b3
2 -1
1.58 Forenkla uttrycken
l-4-2;v—+—:r3 1+L
) L b —verz
1+ 22 T +Va+ 2
b2
48— g2 N (2av/a+2ab) <l—a>
(a+2t)° Va+b
o) ad + a3 f) z? n 2 —zxy
1+ z+22—y—=zy9

Va+zx (ax +(—a+ :c)2)

1.59 Forenkla foljande uttryck

27 6
St !
a) 1’3 2 b)
<1+) +73
x T
) 1—4z*
c
3 1\* 5
1-=) +(1+=) -
x T T

3

1—|—a:y—|—y2 y3—a:

1+z z+a2—y—zy

3 [28 /28

61
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1.60 Forenkla nedanstaende uttryck

>+z+1 3x3 +42% + Tx + 2
a) —m——— b) 5
x5 —1 3z —5x—2
a® +b? b
o) ve+1l4++yvz—1 a) atb —a
Ve+1l—vr—1 (b—a)?
0 Vetz 1 ) V2V/1-V2 -z
-1  Va-1 VievVe—1-V1—yz—1
1.61 Los ut y i ekvationerna nedan
322y 3 2 1 1
== b) S+ == o) —+43y=2
T 1 1—y
d) zy=y+5x—1 e) y_l_i f) iy
Y

1.7 FEkvationssystem

Ett ekvationssystem innebéar att man har flera ekvationer och i allménhet ocksa
flera variabler/obekanta. For att 16sa ett sadant system kan man eliminera
endera variabeln och pa sa sétt erhalla en ekvation med en variabel/obekant.

EXEMPEL 1.96 Los ekvationssystemet
Tty 9

r—y
zy = 6

Lo6sning

6 N . " .
Den undre ekvationen ger att + = —. inséttes detta i den Ovre ekvationen
)

erhalls

6+y°
r+y  6/yty oy _6+y2_y2
r—y 6/y-y 6-y> 6—y>
Y
Nu #r det lampligt att sitta y? = t, vilket ger
t=2
6+1 9 9
ﬁ:H:MiH:Gt—t < t"—5t+6=0<= (eller

t=3
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Eftersom t = y? och t = 2, sd & y = +v/2. insittes detta i den undre
ekvationen erhalls att 2 = 4+3+/2, vilket ger att (z,y) = +(3v/2,v2). P.s.s. ger
t = 3 16sningarna (z,y) = £(2v/3,v/3).

Foljande problem &r hdmtat fran mekanik (fysik).

EXEMPEL 1.97  Ett foremals rorelseméngd p definieras som dess massa m ganger

mv2

dess hastighet v, d.v.s. p = mv. Dess rorelseenergi definieras som Wy, = -

tva foremal som stéter samman (kolliderar) har bevarad rorelseméngd. Vi
betecknar foremalens massa mj respektive mo. Hastigheterna fore skrivs ug
respektive us och hastigheterna efter skrivs vy respektive vs.

— - ‘ 2
up U V2

Fore kollision Efter kollision

Hastigheterna har “riktning”, vilket hér innebar att riktningen at héger ar posi-
tiv och riktningen at vanster ar negativ. Att foremalen har bevarad rérelseméngd
skrivs

miul + Moty = M1v1 + Maovs

Detta kan ocksa skrivas

m(u1 — v1) = ma(ve — u2).
Vid en s.k. (fullstédndigt) elastisk stot &r dven rorelseenergin bevarad d.v.s.
2

2 2 2
miuj + mouy; = mMiv] + movj

dér bada led &r multiplicerade med 2. Vi skall betrakta hastigheterna som
obekanta och forsoka fa ett samband mellan dessa. Eftersom det ror sig om fyra
hastigheter och endast tva ekvationer kan vi endast undersoka hur hastighetsfordelningen
bevaras mellan fore och efter kollision. Genom att flytta om termerna i den

sista ekvationen far vi

miu? — myvi = movs — moul
Detta kan skrivas
my(u1 — v1)(ug + v1) = ma(ve — u2)(ug + va).
Genom att ledvist dividera med

m1(’u,1 — U1) = mg(l}z — UQ)
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erhalls
my(uy —v1)(ur +v1)  ma(va — ug)(uz + v2)

my(ug —v1) ma(ve — ug)

d.v.s.
uy + v1 = ug + vy eller ekvivalent u; — ug = vo — v7.

ExXEMPEL 1.98  Foljande elkrets har strommarna I; och Is som obekanta. Vi
forutsitter att resistanserna och I ar kanda.

Ry

- h

Ry

Samband:
RiI; = Rols
L+I,=1

Detta ar ett linjart ekvationssystem, ES med tva ekvationer och tva variabler
(obekanta). I; och I kan beréknas pa foljande sétt.

Rlll ZRQIQ %Il :IQ %Il :I2
L+L=1I LtD=1 11+%11=(1+§—;)11=I.
Vi far fran andra ekvationen
RQI Rl 1

I = —21 Iochpss I — —21
YT R 4Ry, OSSR T R TR,

EXEMPEL 1.99 Los ekvationssystemet

22 —y? =38
Ty =3
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Losning

Andra ekvationen kan skrivas y = —. Insatt i forsta ekvationen far vi
x

3\ 2
x? — () =8«—=at—z?-9=0.
x
Sitt 22 = t och vi far andragradsekvationen

t=9

t2 -8t —-9=0<—
t=—1

Eftersom t = 22 > 0 ar endast ¢t = 9 mojlig. Detta ger t = 9 = 22 <= x = +3.
Insatt i den andra ekvationen ser vi att y = 1 respektive y = —1.
Svar: (x,y) = (—3,—1) eller (z,y) = (3,1).

Ovningar

1.62 Los ekvationssystemen

2_ .2 _ 2,2 _
a) {x Y 15 b) {x Y 4
zy = 4 2zy = 3
2 2
-3y = 5 °+2y = 1
© {:c2+6y -2 9 { Sy 2
y = T—-Yy =
2?4+ = 3 ve+l =y
e) 2 f)
iy = 2 r—y = 1
=1
Vayy = 1 we =1
g) h) 5

1.63 Los ekvationssystemen

224+y? =1 z+y+5 = 0

a) ry+rz+yz = 2 b) zy+yz+ze = 4
r+y+z = 3 xyz = 1

2?4+ 4+22 = 4 2492 +22 = 6

c) r+y+z = 0 d) zy = 1
(z+y) (z+2) (y+2) = 1 z+y = =z
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1.8 Olikheter
1.8.1 Grundldaggande regler

Olikheter mellan tva reella tal dr en fraga om orientering pa talaxeln.

EXEMPEL 1.100 5 > 3 lases “5 ar (strangt) storre 4n” och 5 > 3 ldses 5 &r storre
eller lika med 3”.
Olikheterna kan ocksa lidsas “3 ar (stréngt) mindre 4n 5” respektive lases “3 ar
mindre eller lika med 5”.
Observera att 3 <5 och 3 < 5 och 5 <5 men inte 5 < 5.
Foljande olikheter illustrerar vilka rakneregler som géller for olikheter. Har
nedan anvinds < men man kan lika val anvinda <.

1 1
3<5H -3>-5 2:3<2-5 - < =
5 3
1 1 9 9
5:3>0 (=5)(=3)>0 5-(=3)<0  (=1)-(=5)-3>0
5 5 -5 5 -5
>0 — =—=—x<0 —>0 \/§<\/5

Wl
|
w
w
w
|
w

Vi ser i exemplet ovan att olikhetens riktning bibehalls bl.a.
1. da ett tal adderas (eller subtraheras) i bada led,
2. vid multiplikation (eller division) med ett positivt tal,
3. vid rotutdragning och kvadrering om bada led > 0,

Det ar framst dessa tre egenskaper som vi kommer att anvéanda. For olikheter
géller dessutom foljande:

ea>b>0<=0<1/a<1/b

e a<0<b<=1/a<0<1/b

e 0<a<b<=a<Vb

e ab > 0 <= a och b har samma tecken'’

a
° 3 > (0 <= a och b har samma tecken

10Att de har samma tecken betyder att bada antingen &r positiva eller negativa.
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e ab < 0 <= a och b har olika tecken!!

° % < 0 <= a och b har olika tecken

EXEMPEL 1.101 For att avgora vilket av talen 9 och 4+/5 som &r storst konstat-
erar vi att bada &r positiva och jamfor deras kvadrater:

92 =81, respektive (4V5)? =16-5 = 80

Eftersom 4v/5 har minst kvadrat galler att 445 < 9.

1.8.2 Olikheter for rationella uttryck

EXEMPEL 1.102 For vilka = galler att 3 — 2z < 07

Losning

Olikhetens “riktning” #ndras inte vid overflyttning av termer (dar man byter
tecken pa termen som Gverflyttas till det andra ledet.). Olikheten kan da skrivas
3 < 2z. Division med det positiva talet 2 &ndrar heller inte “riktning” pa

olikheten. Vi far da = > g

EXEMPEL 1.103 Fér vilka = ar 22 > 3? Vi konstaterar att = 5 uppfyller denna
olikhet, liksom = = —2. Tydligen ar det z > v/3 men fven z < —/3 som utgor
16sningen.

EXEMPEL 1.104 Los olikheten (x — 1)(z +3) <0.

11 Att de har olika tecken betyder att precis en dr negativ.
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Losning

En produkt < 0 precis da ett udda antal faktorer < 0. dérfor ar produkten < 0
omz—1<0ochx+3>0elleromz—1>0o0chax+3<0. Ssmmantaget ar
produkten < 0 precis da —3 < x < 1. Observera att olikheten (z—1)(z+3) <0
ocksa kan skrivas

—(z-1)(z+3)=1—-2)(z+3)>0

Om vi i stiillet borjar med att utveckla (x —1)(x+3) = 22 4 2z — 3 och forsoker
att 16sa olikheten 22 + 22 — 3 < 0 blir det betydligt svarare.

EXEMPEL 1.105 Lés olikheten (x — 1)2 — 3 > 222 + 2.

Losning
(x—12-3>202+r=(r—-1)>-3-222 —2>0= —2-32z—2°>>0
P.g.a. minustecknen, multiplicerar vi med —1 i bada led.

2 +324+2<0<=2*+3z+2=(z+1)(z+2)<0

Denna produkt < 0 precis da en av faktorerna < 0.
Vi anvinder nu teckenschema for att 1osa olikheten. For att halla reda pa
faktorernas tecken gor vi ett teckenschema.

r—axel x <|-2|<|-1|<
faktorn (x +2) |0 |+ + |+
faktorn (x+1) - = |—-10 |+
Hela uttrycket i VL | (z+1)(z+2) |+ ] O | —| 0 | +

De/den kolumnen i sista rad som innehaller minustecken ger nu svaret.
Svar: -2 <z < -1

En olikhet for rationella uttryck kan skrivas

g(z) < h(z) dir g(z) och h(x) &r rationella uttryck (1.29)

EXEMPEL 1.106 Los olikheten z < 2z2.
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Losning

Man kan med fordel flytta 6ver termerna pa samma sida ex.vis 0 < 222 — 2 =
2(2x — 1). En produkt ar positiv, om bada faktorerna &r positiva men ocksa,
om bada faktorerna &r negativa. Den forsta faktorn x véxlar tecken vid z = 0.
Den andra faktorn 2z — 1 véxlar tecken da « = 1/2; Den &r negativ om x < 1/2
och positiv om x > 1/2. For att halla reda pa faktorernas tecken gor vi alltsa
ett teckenschema.

x—axel x <|0|<|1/2|<
faktorn T -0 |4+| + |+
faktorn 2¢c—1 | —|—|—| 0 |+
Hela uttrycket i HL | 22z —1) |+ | 0 | —| 0 |+

Sista raden utgoér en “summering” av tecknen i de tva ovanstaende raderna
kolumn fér kolumn. Eftersom vi skall 18sa olikheten 0 < z(2x —1) ges 16sningen
av den sista radens kolumner, vilka innehaller +tecken. Olikheten géller alltsa
for precis de x sadana att x < 0 eller z > 1/2.

1
EXEMPEL 1.107 Los olikheten g + 2 <0.
X

Lo6sning
Vi borjar med att skriva termerna i VL pa MGN (jAmfor exempel 75 sidan 48).
3 1 3z 1 3z+1

2 2 2 @ 2% 27
r+1

3
Vi skall alltsa losa olikheten

x
exemplet hjalper oss att 16sa olikheten. Ej. def. star for “ej definierad”.

< 0. Ett teckenschema liksom i det forra

x—axel x <|-1/3|< 0 <
faktorn 3x+1 | — 0 + + +
faktorn 2x — — — 0 +
3 1
Hela uttrycket i VL "”; w1 0 | = |ejdef |+
x
. z+1 ..
Av teckenschemat ser vi att <0for —1/3<x<0.
T

EXEMPEL 1.108 Los olikheten
6 < 2¢ — 1
24 22-1
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Losning

Nu foljer samma omskrivning som i exempel 1.81. I stéllet for likhet som i
exempel 1.82 sidan 52 far vi en olikhet

—2(z —2)(z — 3/2) 2(x — 2)(x —3/2)

<0<+ >0
z(x—1)(z+1) — z(x—1)(z+1) —
Vi har alltsa fem faktorer med nollstéllenax = —1,2 = 0,z = 1,2 = 3/2,2 = 2.
Teckenschemat skall saledes innehalla samtliga fem faktorer!
x <| -1 |< 0 < 1 <|13/2|<]2]|<
a+ 1 -0 [+ +* [+ + [+[+ [+[+[+
x = =0 [+ + [+[+ [¥[+[+
z—1 = = = =T 0 [+ + [¥[+[+
x—3/2 — — — — — — - 0 |+ |+ ]|+
x—2 — — — — — — - = =10+
2(x —2)(x —3/2)
— j def. j def. | — | ej def. 0 —10
x(a:fl)(z+1) ej de + | ej de ej de + +
Olikheten ar uppfylld for de intervall dar vi summerat till plustecken.
Svar: —1 <z <Oeller 1 <ax<3/2eller 2 <.
|

T
T+ 2

1
EXEMPEL 1.109 Los olikheten — >
X

Losning

Genom att ex.vis flytta 6ver HL till vénster led och dérefter skriva VL pa
gemensamt brakstreck erhalls

1 x (x+2)—2® (2—z)(x+1)
s 2420 ey T @ty
Satt nu @ )z 1)
W:f@)

Vi skall alltsa bestamma de « for vilka f(z) > 0 aterigen med teckenschema.

x < | -2 <|-1|<]|0 <|2|<
2+2| =0 T+ [ F[+r [ F[F
s+ 1| — | — —J0 [+ [+ FlH |+
r |- |—- |-|- -0 DR
2—z |+ |+ |+|+ [+[+ [+[0]=
flx) | —|ejdef|+ |0 |—|edef|+]0 |—
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Sammantaget ser vi att olikheten haller fér precis de z for vilka —2 < 2 < —1
eller 0 <z < 2.

For att losa en olikhet g(z) < h(z) (m.a.p. variabeln x) dr det lampligt att
folja punkterna nedan.

1. Flytta 6ver ex.vis VL till HL:

g(z)—h(z) < 0 (1.30)

2. Skriv VL pa gemensamt brakstreck med, som vanligt, MGN'2.
3. Faktorisera téljaren. namnaren skall redan vara faktoriserad.

4. Gor ett teckenschema déar varje faktor till saval tdljare som ndmnare finns
med. Ex.vis vaxlar 2 + 1 tecken i x = —1/2.

5. Vid sammanrékningen av tecken giller som vanligt att ett udda antal
minustecken ger minus, d.v.s. < 0.
I detta fall géller ju olikheten (1.30) varvid de intervall, vilka vid sam-
manrakningen erhaller minustecken skall inga i svaret.
Speciellt kommer de punkter med som ar nollstillen till taljaren men
aldrig de punkter, vilka &r nollstéllen till ndmnaren!

EXEMPEL 1.110 Vi betraktar nu tre olika fall av olikheter dar vi antar att vi
lyckats skriva dem pa MGN och med ett HL = 0.

-1 —2? z—2 (x —1)%(2 — )
———>0 b) —5——F——7—<0 — >0
8) x(zx+1) ) (x2+ 3z +3)z — <) x+1
—1 - 2 1 2
a) Det rationella utrycket kan skrivas - Rk > 0.

w(x+1)  z(z+1)
Minustecknet kan man fa bort genom att multiplicera bada led med —1:
14 22 14 22
- > 0= —<0
z(x+1) z(x+1)
taljaren 1 4+ 22 > 0 for alla , varfor man inte behdver ta med den i tecken-
schemat!

b) Den forsta faktorn i téljaren ar inte faktoriserad. Vi férsoker med kvadratkom-
plettering och finner att

) ) 3z (3)\° 3\? , 3
*+3x+3=2 +2~7+ 3 +3- B = (z+3/2) +3

I2MGN = minsta gemensamma nimnare
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Detta visar att faktorn z2 + 3z + 3 > 0 och man behdver alltsa inte ta med
denna faktor i teckenschemat.

) @=Ae=o)
z+1
paverkar inte tecknet pa uttrycket men téljaren = 0 for x = 1. Det kan vara

bra att ta med denna faktor i teckenschemat.
Ett teckenschema for denna olikhet ser ut sa hér:

ligger vi mirke till att (z — 1) > 0 for alla . Den

T <| -1 |[<|1]<]2]|<
z+1 - 0 |+ [+ ][+|+]+
(z —1)? + + | +|O0[+[+][+
2 -1 +| + |[+[+[+]0] -
—1)?%(2 -
§5444);§144452 —lejdef. |+ |0 [+]0]—
X

P.g.a. att uttrycket > 0 skall vi ta med de intervall som har fatt plustecken.
Svar: —l<zx <lellerl <z <2

EXEMPEL 1.111 Lo6s dubbelolikheten

T <3—x< 3r—1
r+2 - =z 2+ 32

Lo6sning
Vi borjar med att 16sa den vanstra olikheten.

T 3—x x 3—x
< <~ — <0
T+ 2 T T+ 2 x

Genom att skriva VL pa gemensamt brakstreck erhalls

222 —x—6  (x—2) (22 +3) <0

f) = r(r+2) x (x+2) -

I sista ledet ar taljaren faktoriserad. Faktorernas respektive nollstéllen ar x =
—2,x =—-3/2,x = 0,2 = 2. Nu &r det dags for ett teckenschema.

x <| -2 | <|=3/2|< 0 <2<
242 [—| 0 [+] + |[+] + [+|[+]|+
22+3|—| - |—| 0 [+] + |[+|+]|+

zr =] = |- = [=[ 0 [+[+[+
x—2 | — — - - |- — -1 0|+
flz) |+ |edef.| =] 0 |+ |ejdef.|—1]0]|+
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Den forsta olikheten ar alltsa uppfylld for —2 < < —3/2 eller 0 < z < 2.
P.s.s. loser vi nu den andra olikheten. Vi skriver om olikheten genom att ex.vis
flytta VL till HL.

3r—1  3— 243210
T r x°+ 3z —: g(z) > 0

2243z  x  x(z+3)

téljaren kan skrivas 22 + 2o — 10 = (z + 5)(z — 2). Teckenschema:

r [<]-5]<] =8 [<] 0 [<]2]<
c+5 || 0 [+] + [+] + [+[+][+
z43|—| - |- 0 |+] + |+][+|~+

x - - |- — 0 + |+ |+
2| == = =] = o[+~
glz) |+ 0 | — |ejdef. | + |ejdef. | — | 0 | +

Den andra olikheten &r alltsa uppfylld for z < =5, =3 < = < 0 eller z >
2. Dubbelolikheten &ar uppfylld for de = som uppfyller bada enkelolikheterna.

Detta ar

—2<x<—§
- - 2

Ovningar

1.64 Los olikheterna

2
a) —3r—2<z+1 b) 22-3x<3@x+1) ¢ 22-3>=
x
5r — 1 r—4 2 —z
d —1)2 — f) ——<1
) (z—-1)<3x-5 e PR T ) w3—1<
1.65 Los foljande olikheter
1-— 1 2
a) xzi b) —|—xe
142 "z T
1—2? 2 2¢ — 1 1
> d >
) 142 = 42 ) r—1 ~x+1
) x - 2z +1 f) 1 +1< 2
3x2+x  xz(x—1) x—3 x x-1
1 2 T 1
g) h) -
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1.8.3 Olikheter med rotuttryck *

I dessa fall far man improvisera med utgangspunkt fran de grundlaggande re-
gler, vilka géller for olikheter.

Om ex.vis /1 — 3z ingar i en olikhet maste 1 > 3z, d.v.s. 1/3 >z 13,
Dessutom géller ju att v/1 — 3z > 0.

EXEMPEL 1.112 Los olikheten /1 —x > 2+ 5

Losning

Definitionen av N forutsitter att 1 —x > 0, d.v.s. att 1 > . Dessutom géller
att V< > 0.

Kan man utan vidare kvadrera bada led och behalla olikheten >?

Ex.vis sa ar 3 > —4 men vid kvadrering av bada led erhalls ”véinds” olikheten;
9 < 16.

Denna vandning av olikheten intrader endast om HL < 0.

Men om HL < 0 sa ar olikheten uppfylld, ty 1 —a > 0.

HL < 0 precis da z < —5.

Det aterstar att undersoka fallet z > —5: V1 —z > x + 5 <

= 1-1>2"+100+25 <= 0>2” + llz+24=..= (v +3)(z +8)
Ett teckenschema vore lampligt pa detta stadium men om z > —5 &r faktorn
(z + 8) positiv emedan faktorn (x 4 3) véxlar tecken vid z = —3.

Olikheten 0 > (z + 3)(x + 8) géller precis da —5 < x < —3. Sammantaget
géller den ursprungliga olikheten da = < —3.

Ovningar

1.66 Los olikheterna

a) Vz+2>3zx+2 b)) V2—22>z ¢

1.9 Absolutbelopp
Absolutbeloppet har dels en geometrisk tolkning och dels algebraisk tolkning.

ExXEMPEL 1.113 Med absolutbeloppet av —3 menas 3, och med absolutbeloppet
av 3 menas ocksa 3. Man skriver detta | — 3| = 3 respektive |3| = 3.

130m den inte star ensam i en nimnare, ty da maste 1/3 > x
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EXEMPEL 1.114 Férenkla [2v/2 — 3|

Lo6sning
Eftersom 2v/2 ~ 2.8 s& ar 2v/2 < 3. déarfor ar |2\/§ — 3| inte 2v/2 — 3 utan
12v/2 — 3| =3 —2V/2.

| |

Absolutbeloppet av ett tal ar alltsa motsvarande positiva tal. Den exakta
definitionen ser ut som foljer:

Definition 1.3  Lat x vara ett reellt tal (d.v.s. € R). Med absolut-
beloppet av x menas

T omzx >0
2| = (1.31)
—xr omzxz<O0

EXEMPEL 1.115

(—=3)> =9 och 3% = 9. Eftersom | — 3| = 3 inser man att a® = |a?

EXEMPEL 1.116 Ett begrepp som inte sa sillan leder till missforstand &r rot-

tecknet Ve

Med /5 menas det positiva tal, vars kvadrat a&r = 5. diremot har ekvationen
z? =5 tva losningar, namligen +/5.

Ytterligare en kalla till missforstand &r Va2

Observera att v/32 = /9 = 3 och inte = £3.

V(=3)2 = V9 = 3 # -3, d.v.s. roten ur kvadraten ger inte tillbaka det
ursprungliga talet (—3), utan alltid motsvarande positiva tal (| — 3| = 3).
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Sammanfattningsvis ar alltsa
Va? = |a (1.32)
Generellt géller dven den geometriska tolkningen av absolutbelopp:

|a —b|  &r avstandet mellan a och b langs tallinjen. (1.33)

EXEMPEL 1.117 |3 —7| = | — 4| = 4. Man iakttar ocksa att avstandet mellan 3
och 7, pa tallinjen ar 4.

|
Speciellt &r |a — b| = |b — a| (avstandet mellan a och b &r lika med avstandet
mellan b och a)
EXEMPEL 1.118 |3+ 7| = 10 kan nu tolkas som avstand: |34 7| = |3 — (=7)|;
avstandet mellan 3 och —7 &r 10 och p.s.s. avstandet mellan —3 och 7.
|
Man inser nu att
la—b = |b—al (1.34)
la —bl=a—b om a>b (1.35)
la—bl=b—a om a<b (1.36)

EXEMPEL 1.119  For att avgora vad |2\/§—3\ ar tar vi reda pa vilket av talen 2v/2
och 3 som ar storst. Eftersom de ar positiva kan vi jamfora deras kvadrater.
(2v/2)? =8 och 32 = 9. séledes ir 2v/2 — 3 < 0.
dirmed &r [2v/2 — 3| = 3 — 2V/2.

EXEMPEL 1.120 Ekvationen |z + 2| = 5 har som 16sning alla x, vars avstand till
—2 ar 5. Losningen ar alltsa © = 3 och © = —7.
Olikheten |z + 2| < 5 har som 19sning de x vars avstand till —2 &r striangt
mindre dn 5. Losningen framstélls ex.vis som ett Oppet intervall: (—7,3).
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Som en direkt foljd av definitionen géller att
T+ 3 omx+3>0,dv.s. omz> -3
2 +3] =
—x—3 omz+3<0,dv.s. omz<-—3

EXEMPEL 1.121  Olikheten —1 < z < 1 kan skrivas som |z| < 1.
Olikheten 22 < 9 kan skrivas som —3 < x < 3, d.v.s. |z| < 3.
Olikheten 0 < x < 2 kan skrivas som —1 <z —1<2-1=1d.vs. [z—1| < 1.

Foljande rédkneregler utom méjligen de tva sista ar uppenbara:

lal - [b] = la-b| (1.37)
Id ‘a’
= Z 1.
0 ; (1.38)
la+b] < l|a|+ 0| (1.39)
lla] = 1b|| < |a—0 (1.40)

|a+ 0] < |a|] + |b| kallas triangelolikheten. Om a och b har samma tecken géller
likhet.

Bevis: av 1.39 och 1.40. Eftersom bada led ar > 0 ar olikheten ekvivalent med
la+b]* < (la| + [b])?
Att denna olikhet &r sann inses genom att utveckla bada led:
la +b]? = (a+b)? = a® + 2ab + b* = |a]* + 2ab + [b]?
och (Ja| + [8])* = [al?| + 2|al[b] + [6]*

Eftersom 2ab < 2|al|b| f6ljer olikheten.
Den sista olikheten (formel 1.40) foljer om man sétter a + b = ¢,
dv.s. c—b=a.

lef = (¢ = b) +b] <fe—b] +[b] == || = [b] < e -]
Eftersom |c — b| = |b — ¢| sa géller dven att

[b] — |e| < |e—b] alltsa ar ||b] — ||| < |b— ¢

EXEMPEL 1.122 Los ekvationen |2z — 1| = 4.
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Losning

Vi l16ser denna ekvation algebraiskt.
22— 1] =2z —1omz >1/2
Ekvationen kan da skrivas 2z — 1 = 4, vilken har 16sningen = 5/2 > 1/2.

20 —1|=—(2z — 1) om x < 1/2
Ekvationen kan da skrivas —2z + 1 = 4, vilken har 16sningen =z = —3/2 < 1/2.
Svar: x =5/2, = =-3/2

Punkten x = 1/2 kallas brytpunkt. For att 16sa en ekvation eller olikhet in-
nehallande absolutbelopp delar man in R i brytpunkterna, vilka alltsa ges av
absolutbeloppens nollstallen.

Det ar vanligt med falska rotter nar ekvationen innehaller absolutbelopp men
om a > 0 dr en konstant, sa géller foljande ekvivalens

f@)=a < f2)=+a (L41)

Roétterna i ovanstaende exempel kunde alltsa inte vara falska.

EXEMPEL 1.123 Los ekvationen |2z + 3| =2+ |2 — z|.

Losning

Vi finner att brytpunkterna ges av 2 —x =0 och 2x +3 =0, d.v.s. x =2 och
x = —3/2. Viser ocksa att |2 — x| = |z — 2|. For att 16sa ekvationen betraktar
vi uttrycket for tre olika delintervall for vilka géller att

Ix<—-3/2, IT —3/2<z<2, respektive 111 2 < x

Vi flyttar 6ver alla termer innehallande z till samma sida.

—224+3)+(x—-—2)=—2z—-3=2 om z<-3/2 )
2z4+3|—lz—2/=<¢ (2z4+3)+(z—2)=3z+1=2 om -—3/2<z<2 (I
2z+3)—(z—2)=x+5=2 om 2<uz (I11)

Man far losningarna i de tre del intervallen till
1
Le=-7<-3/2 H::c:§,—3/2§1/3<2, III: t = -3< 2

Vi ser att © = —7 och x = 1/3 ar riktiga (sanna) rotter emedan x = —3 &r falsk eftersom vi
har betraktar x > 2.

EXEMPEL 1.124 Los ekvationen |1 — z| — |3z + 2| = «.
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Losning

Vi har brytpunkterna = —2/3 och = 1. Samtidigt iakttar vi att |1 — x| =
|z — 1].

—(z-1)4+Bzx+2)=2 omaz<-2/3 (I)
lt—1]—183z4+2|=¢ —(z—1)—Bzx+2)=2z om—-2/3<z<1 (1)
(x—1)—Bx+2)=2x oml<zx (I11)

Man far 16sningarna i de tre del intervallen till
1
Ix=-3<-2/3, II:x:—g,—2/3§—1/5<17 M: 2 =-1<2

Vi ser att © = —3 och « = —1/5 &r riktiga (sanna) rotter emedan @ = —1 &r
falsk eftersom vi har betraktar =z > 1.

EXEMPEL 1.125 Los ekvationen
|z 4+ 1]+ |z* -2 =3

Har finner vi att brytpunkterna x = —1, x = V2 och z = —v/2 (De tva sista
foljer av att vi léser 22 — 2 = 0.).

Vi delar alltsa in R i delintervallen z < f\f, -V2<z< -1, -1<z< V2
och v2 < z.

—(z4+1)+22-2=3 omz<—V2

—(r+1)—(22-2)=3 om —v2<z< -1
a2 - =4 7

Al +l™ =2 = i) @2 =3 om-1<z<v2

(x+1)+(2?-2)=3 omv2<=x

Man far da l6sningarna

-1++1
x =3,z =—2, losning saknas, z=0,z=1, z:%

i respektive intervall.

For intervallet © < —/2 #r = —2 en riktig rot, emedan = = 3 r en falsk rot.
Foér intervallet —1 < = < /2 #r bada 16sningarna riktiga.

For z > /2 sa ar endast (—1+ m)/Q > /2 och dirmed enda riktiga 16sning.

-1+ V17
2

Svar: 16sningarna &r x = —2,z =0,z =1 och z =
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Ovningar

1.67 Skriv utan absolutbelopp

0 BosVE w9 |-
d) WV7T-2-1 e |V8—1-V3| f) [2+]1]
g) (z—1) h) [e? +3z+5] i) a’lal - |a’]
1.68 Skriv utan absolutbelopp

a) |a®—2a+1] b) |22 +3x—4] c) |2*—1]

1.69 Skriv med absolutbelopp (utan att anvinda x?—termer).

a) —2<x<2 b) -3<z<2 ¢) 22<9

d) (@+1)*>2 e —-l<z<3 f) -2<22-2r<3

g) rz=+v2 h) /(B3-22)2 i) -3<a®—4r<?2
1.70 Los foljande ekvationer:

a) |22 -3z +5=2 b) 2z +1|—|z—1] = |z|

c) |22—z|+|1—2/=3 d) |z—1]+12%2-3|=1

e) |lv+1|—|4—2? =2z f) N—2z|+2z+2=22-1

g) N—2?|+x=[3+2z] h) 2z+2|+|z+1] =3+ 21|

i) [Bx—1]+4z]=2zx+1
1.10 Blandade 6vningar

1.71 Los ekvationerna (Los ut variabeln z i d).)

a) 3++Vr =2 b) 1+vV3—-2r—V3+2=0
3 1 1 1 y?
_ == d) Z4+3y—-L =1
°) 1+ z(1422) = ) x+ L

x 1
- - f) Vi—3-Vi—-Vitot=
© “Tiostzyi=0 D Vi + 0
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1.72 Los ekvationerna nedan. Gor ocksa en lamplig kommentar till respektive
16sning.

a) r+2=2yx b) xz+3/4+2y/x=0 ¢) z+14+2y/z=0
d) z-3=2Jz e z+1=2\z f) z+3/4=2x

1.73 Utveckla med polynomdivision och PBU.

23 —2x+1 4 -1 4x

2) x2 b) - ) 241 d) x4 +4

—x—2
1.74 Los ekvationssystemen

a) {x_yzla 21’y:4} b) {x_y2:37 xy:4}
1
c) {2?+9*=5 zy=2} d) {$2+§=3, ry = 2}

1.75 Utveckla foljande rationella funktioner

322 +1 zt 41 2 +4r+5 2x — 8

2) x2 b) 4 —1 °) 22 +6x+5 d) 3+ 8

—x—2

1.76 Los ekvationerna

2
a) V2 =vz—3
r—1
7 9 29 — 3z
b =
) 122 + 18 + 18 =12z 27 — 18z
1 2 1 1
c) — = + -

r—x2 x4+22 1-—22 =2

o (2-3)(x 1y,5.3
2 z2)\5 3) 2 =&

e) 2 + 2 + 3 =0
2—x—2 x2-20-3 x+1
f) 2 1_1‘2:1‘7\/S
V1 +5z2

1.77 Forenkla féljande uttryck under forutsiattning att a? 4+ b2 = 1.

LoV (LY, o0
b a b a 4 _pd

8) (1—a®)(1—%)

IS
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1.78 Forenkla foljande uttryck

; (5+2/6)*
) Ya-v2) K
3 3 3
) e r(to i
d) Va'+2a®2? + 2t
(V6-v)"  (V2+6) V6425
e) + f) L=
16 16 6—25
(x371) (1+x+z2+z3) z%y? (%"‘%)
&) (x2=1) 1+ +22) b) r+y

1.79 Los foljande ekvationer

a) [2z+1/+1=|1—z b) |22 —4| =]z —1]+1
c) [2z+1=+v1—-2z-1 d) [20+1=+322-2
e) (z+1)2x—5/=22-1 f) [2-2%=2*—2

1.80 Los ekvationerna respektive olikheterna

1— 22 1 143z 1-3z
2) 2¢ +1 ) T z <) T — 22 2 -1
1 — 22 1 143z _ 1-3=z
d 0 - <2 f >
) 2x+1> ) T = v ) r—x2 T x2-1

1.81 Los olikheterna

1 1 4
- 1 b) =< —
a) x_1<x+ ) x<x2_7
1 T 2 1
1< = d <1-
) _.Z‘er—'? ) 1+x — 7T—x

1.82 Utfor (om mojligt) polynomdivisionerna m.a.p. x respektive t.

1— a2 2?2 —3zx—4 3r+1
a) b) 5 c) 5

2r +1 x 3x + 2 T 9z

2 +1 4r — 3 62 +172% +82% — 51 —2
d) e) f)

2 -1 (x —1)(x2+2) 622 —z—1
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1.83 Utveckla (genom att partialbraksuppdela) respektive rationellt uttryck i
foregaende uppgift.

1.11 Binomaialteoremet

Riknereglerna (a + b)? = a? + 2ab + b* och (a + b)® = a® + 3ab + 3ab® + b*

finns pa sidan 16. For att forsta hur koefficienterna 1, 2,1 respktive 1,3,3,1
uppkommer behéver man begreppet Kombinatorik, som bl.a. innefattar be-
greppet fakultet.

Definition 1.4
1 =0

=14 o (1.42)

n-(n—1)-..-2-1, omn=1,2,..

n n!
= 1.43
(k) kl(n —k)! ( )
EXEMPEL 1.126
31=3.2.-1=6, 51=5-4-6=120

3 3 3.2-1 8 8! 8!
= = :3, = = :1'
2) 211 2.1-1 0/ 0-8-0) 1-8

Man kan visa ex.vis den andra av dem (d.v.s. forsta kuberingsregeln) genom
att

e skriva ut faktorerna: (a + b)(a+ b)(a +b)

e inse att termerna har utseendet c,a*b®>~* . k = 0,1,2,3 dér ¢, ar antalet
satt att valja k st a@ bland 3 st @ utan hansyn till inbérdes ordning.

3
e Med kombinatorik visar man att dessa koefficienter ar ¢, = ( )

k
() -vow

e Eftersom ¢, =1,3,3,1 for k = 0,1,2, 3, foljer forsta kuberingsregeln.
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Detta generaliseras nu latt till
(a+b)"=(a+b)(a+b)(a+b)...(a+b), n=1,2,....

n st faktorer

1. Termerna har utseendet cpa®*v" % k=0,1,2,3,...,n.

2. Koeflicienterna ar ci = (Z)

Punkterna 1 och 2 ger

Sats 1.6 Binomialteoremet

(a+b)" = Z(Z)akb”_k, n=0,1,2,... (1.44)

k=0

(3vningar
1.84

4
a) Berikna <

k) for k =0,1,2,3,4 och utveckla sedan (z + 1)*

b) P.s.s. som i a) men (2y —1)°

c¢) Visa att Z (Z) = 2" (vélj @ = b =1 1 binomialteoremet.)
k=0

n

m n 2 1
d) Visa att (:) = <Z> genom att utveckla (14 s)™ (1 + s)
k=0

Man kan rekursivt berédkna binomialkoefficienterna pa foljande sétt.
Pascals triangel:

n=20 1

n=1 1 1

n=2 1 2 1
n=3 1 3 3 1
n=4 1 4 6 4 1

n=>5 1 5 10 10 5 1
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déar binomialkoefficienterna (Z), k=0,1,...,n utgor raderna. Observera,

att for ex.visn =4 ger 1 +4 =5, d.vs. 5 i raden under.
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Appendix

Potenslagar

Foljande identiteter galler for potenser.

a®tY = 4. qY
oy
a¥
(aw)y _ aa:~y
(ab)® = a"b"
(a . a”
b e
a/"=3a, a>0 n=1,2,... (.1)

For udda n ir a'/" = {/a definierade iven for a < 0.
Som en konsekvens av identiteterna (potenslagarna) sa ar

. 1
a®=1 och a%=— (.2)
a.’L‘

Logaritmlagar

Logaritmlagarna (med 10-bas); Om a > 0, b > 0 samt = godtyckligt sa
ar

lg(ab) = lga+1gd
lga® = =zlga
lg(a/b) = lga—1lgb

87
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Facit

1.1

1.2

1.3
1.4

1.5

1.6

1.7

2 by o
d) %0 e) 3xy® f) 2a12b
g) 3(x+1) h) 3(zx+1)

R R R I
4 V3 o) V2 f) g
g) m;y ) x?y

a) y—4x b) 0

c) 2x—7 d) Ve—y—vVr+.y

a) —(V3+y—2z) b) —(2® —2+4x)

¢) —(2y—5a) d) —(y+vr—y)

3—2b a? — 22 Tr—1

2) r—4 b) r—3 °) xr+1
— 21 —y—2

d) 3—x+y o) T f) 3z —y
2T —y y2—1 3y—x+2

a) —49,49 b) —81/4,81/4
¢) —3,3 d) —14,14

89
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1.8

1.9

1.10

1.11

1.12

1.13

1.14

1.15

1.16
1.17
1.18

1.19

. FACIT

a) {—8,245,2+5x/§}, b) {5,3%5,2%5}

a) 15x+6 b) 12— 8¢ ¢) 2z+2yx
d) 22-2y—2 e 32?+22-1 f) -1

g) z*—2x+1 h) 6 i) 4a® -1

a) ab—a-+2b—2 b) L o4

c) 4a*+12a+9 d) z3+1
(a+1)(z —a)

a® + 2ab — 2ac + b* — 2bc + 2

I >y
j—
a) 80 min b) T —y
2016
II1 =
20 — 16 80

30 respektive 60 minuter
a) 5V5 b)) 3V14
) 82 d) 2V33

a) V21 b) V24
¢) V98 d) —V140



1.20

a) 6 b)) 2 ¢ 1 d) 1
e) V2 f) Vb g % h) V2
iy 12 ) V5 k) 11V3 1) 3
1.21 5 . 5
zy
a) = b) " c) t—1 d) P
) VB N 4B g . D Va1
i) Vvr+1 j) V3z k) Ve—1(xz+1) 1) 2
1.22
a) 71 b) 0 C) 07
d) 2(a—0b)z e) b—a, f) P
1.23 )
a) —1 b) 10(zx — 2)x c) acy+§
1 e -3 f) %
1.24
a) 243 b) 1+v2 ¢ 3(5—\/5)
d) %(15—@) o) V-2 f) 5Z-7
1.25
a) = =-6/11 b) x=53/5 c) z=1
d) z=6/7 e) =0 f) Rot saknas.
1.26
a) z=-1,z=2 b) z=-3,2=2/3
¢) z=-2,x=3/4 d) z=-1,2=2/7
1.27

91
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. .. 9
a) Minsta virde — 1
121
¢) Minsta virde — 5
a) xz(x+3)
c) (z—1)(2z+9)
z=0
&) {x =-3
) xr=-9/2
r=1
1.28
a) z=1,2=3 b)
d) z=0z=1z= e)
1.29

. FACIT

b) Minsta virde — 2

11
d) Storsta varde — T
b) (¢ 1) +2)
d) Gar ¢j
r=1
b
) {x =-2
d) Rot saknas.
r=2+14 ¢) x==+1
1
:E:i(l:t\/ﬁ) f) z=4

a) x=-5/3,x="7/2, 62> —1lx — 35 = (22 — 7)(3x +5)

b) z=-3,2=1/9,92% +26x — 3= (x4 3)(9z — 1)

1
c) z=3

Q) w=1 (£V24VI0), VIR VB + = =

4
a) Minsta varde — 3 b)

d) Minsta varde — 3 e)

Minsta varde 3/4 c)

Minsta varde 7/4 f)

(\@j:\/é),ﬁ—\/ﬁx—lzi(m—\/é—\@) (20 + V6 - v2)

1 1

V2 82

Minsta varde 1/2

Minsta varde —4/3

1.31
a=1,b=2
a=2,b=1
a=-1,b=-2

a=-2,b=-1

(4x—\/ﬁ+\/§) (433—@—\@)
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1.32
a)  (2t+1) (4> —2t+1)
b (t-v2) (t+v2) (2 +2)
¢ (t-1)@t+1)(+1)
d) (t—\/§+1)(t—\/§—1>(t+ﬁ71)<t+ﬁ+1)
e) (t-=D(t+1)(*—t+1) (P +t+1)
f) (x+\/§) (xQ—x\/§+3>
g2) (m2 —2x+2) (m2+2x+2)
h) (z—1)(z+1)(2*+1) (a:Q—\/iaH—l) <x2+\/§x+1)
1.33
a=38, (z—1) (32> + 3z +8)
1.34

a) (a—2b)(a+3b) D) @-3)@+2) o (a—(VZ-1)b)(a+ (1+v2)0)

241 2 —1)2 —1)(zy — 2
o ERNEHY o G- 1e-2)
x x y
1.35
a) =2 b) z=2
c) =0 d) z=1,2=3
1.36
a) Ingen rot b) Ingen rot c) z=-1
1
d) z= 3 (5 - \57) e) Ingen rot f) z=-7
g) z=-1,2=3 h) z=2
1.37
Ingen rot

1.38 Endast trianglarna i (a) och (b) &r vinkelrdta. (I (c) &r triangeln med
¢ = 25 vinkelrét.)
1.39 (Visa att a? + b = ¢%.)
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1.40
3+ 5z — a2 t* + 5t + 1
a) ———— b))
z(x+1) (t—1tt+1)
9+ 10t — t2 2 -
¢) + d) 2t -5
t2(t+3) 3t(t+1)
1.41
1 2 2
2 RN —
a) x‘+2 - b) P c) 217714—3
1 1 4 z—1
d Z-- 2 _p4+3- f Lo
) 3 i iy 9 T D et
1.42
2 2 1 1 13 1
2 b _ —
2) x xz+1 ) z—1 z+1 c) 4(x—4) 4z
1.43
4 1 1 2 1 )
_ = _Z_ 1—
2) r—1 =z b) z z+1 x-1 2 z—1 =x-3
1 1 3 2 20 —1 1 2
d) 24 ———— - f -
) +2(x—|—2) 2x ¢) xr+1 (z+1)2 ) x2+2x—|—4+x—2+x
1.44
a) x=-2 b) xz=-1/2 c) z=6/5
d) z=4+V2 e z=1/2 fy =3
1.45 6
=4 b) z= = 1/3
a) w ) 59 c) = /
d) z=-1 e) z=+V7 f) =-1/3
1.46

a) z=-1,2=1/2 b) z=-1/2,z=2 c) z=-1/2,2=2

1
d) z= 5(1 +/2) e) Rot saknas. f) z=-1

a) x=1/2 b) z=2

¢) z=+1/2 d) z=43/V2

1.48
x=—6—bomb# —6. Om b = —6 saknas lsning.



1.49

1.50

1.51

1.52

1.56

1.57

(3z+2) (2* + 2 +2) b)

95

a+b

Oma#b,x=0z= . Om a = b saknas losning.

a) 2z+1D(x-1)72 b)) (22+3)(x+vV2)(z—V2)

¢) (z+1)(2*+2) d) 2z+1)(z+1)(z+2)

p— E1EV6
2
a) 323 -2 -5 -2 b)
x=-2/3
x=1/2
, (22 —1)(22 — 3)?(2z — 1)
=1

x = 3/2 (dubbelrot)

(2= v2) (v v3) (v + V6)

i(2x71) <2x7\/ﬁf3) (2x+x/ﬁ—3)

(22 4+ 1)* d) (z—1)(z+1)2x—1)2z+1)

a) a=T7,z=1/3,z=1 b) a=-3, ==l

1
¢) a=4,2=0,z=2 d) a:4,x:§(3i\/ﬁ>
1 1
a) 3-¢ L ey S
4
d) xl_ e) 4z f) 2*+3
5 2
_ 2 _
) b 7+4v3 o) (\/a: +1 :c)
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1.58
2) eré b) \/aiiﬁ 0 Z;Z
d) 2(a—1) e vatz f) =z
1.59
a) %4 b) 1-2
¢) z?—22 d) 1
1.60
) T b) w3t o \/ﬁ\%\/ﬁ
4 1 o) 1 ) 1, (1<z<2)
1.61
a) y=3z b) y=% c) yzé(xiM)
d) y=5;__11 o) y=z£Vi2+1 ) y:%

1.62

a)  (z,y) =+(4,1)

b (5y) =+ (3/vV2.1/v2)

¢ (zy)=(£2,-1/3)

d)  (z,y) = (-1+£v6,-3+06)

) (zy) = (£V21)

£)  (z,9)=(.2)

g) (r,y)=(2£V32FV3)

(z,y) = (9/4,2/3)
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1.63
a)  (2,y,2) = (0,1,2) eller (z,y,2) = (1,0,2)
(@y,2) = (5 (=5 =V5),5 (V5-5),3)
(@y,2) = (3 (-5 +V5),3 (=V5-5),3)
! (z,y.2) = (3 (-5 —v29), 5 (V29 -5), 1)
(z,y,2) = (3 (=5 +v29) , 3 (—v29-5) , 1)
(r,:2) = (1,3 (-1 4 V5) 4 (-1~ V)
(r,9,2) = (1,5 (-1 =V5),5 (-1 +V5))
(#,y,2) = (3 (-1 +V5), 1,5 (-1 = /5))
’ (@,y,2) = (5 (-1-V5), 1,3 (-1 +5))
(@.2) = (3 (<14 V5) .3 (<1 = VA1)
(z,9,2) = (5 (-1 =V5) , 3 (-1 +V5,1))
d) (2,y,2) = £(1,1,2)
1.64
a) x>—% b) 3-2V3<z<3+2V/3 ¢ —%§x<0vgv22

d) 2<z<3 e) z<-3vi<z<l f) zeR
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1.65

1.66

1.67

1.68

1.69

a)

a)

g)

. FACIT

a) —-l<z<0

b) z<-1v0i<z<2

c) x<-2vV-1<z<0)

d) z<-1vez=0vz>1

e) 71<x<févf%<x<OVx>1

f) -8<z<OVi<az<3

g) “3<z<1-22v-l<z<lvz>1+2V2

h) %(3—[5)<x<%

2
a) —2§x<—§ b) 0<z<1 c) >0

5 11
d) 1-\V7-2 e V8-1-V3 f) 22+1

g) (z—1)? h) 2?4+3z+5 iy 0

a) (a—1)?

22 +3x—4, omz<—-4vze>1

b) |x? 43z — 4] =
) | | {—x2—3m+4,om—4<x<1

3 23 -1, omz>1
c) |z —1]= 3
l1—2°, omax <1

|z < 2 b) |z4+1/2/<5/2 ¢ |z|<3
z+1>vV2 ) |z—1<2 f) Jz—1]<2
2| = V2 h) |2z — 3] i) 1<|z—2<V6
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1.70
a) Ingen rot b) =0 c) Ingen rot
o= (14 5)
d) e) Ingen rot f) z=-2,2=4
r= (VI - 1)
1
g) x=—2,x:§(1+m) h) z=-2 ) z=0,2=2/5
Blandade 6vningar
1.71
9
a) 1 b) z=1 c) z=1
2
_y -1 _ 1
d) x_3y71 e) x—Z(lj:\/g) f) Ingen rot
1.72
a) Ingen rot b) Ingen rot ¢) Ingen rot
d) z=9 e) z=1 f) z=1/4,2=9/4
1.73
) 2 2 2
a) r+1+ - b) V2 — V2
3(z—2) 3(z+1) r—2 x+2
1 1
e d —
© e ) P ot Proaie
1.74

a) (xvy) = (_15 _2)7 (x’y) = (27 1) b) (l‘,y) = (47 1)

o) (z,y) ==%(1,2), (z,9) =+2,1) d) (z,9)=(=2,-1), (z,y) = (3/2,4/3)
1.75

a) 3 4 13 b) 7 1 B 1 + 1
3(z+1)  3(x—-2) 22+1 2xz+1) 2(x-1)
35 T —2 1
6+ — d _
) @ +a:+5 ) 2 —2r+4 x+2
1.76
a) r=2+V3 b) z=-1/3,2=15/2 ¢) z=+V3-1

d) z=-10/3,z=6/5 ¢ z=12=8/3 f) z=2/V5
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1.77
a) 2 b) a*—a®+1
1.78 5 3
a) V2-1 b (V2+v3) o —
1
2 .2 -
d) a*+=x e) 1 f) 2<3+\/3)
g) 1+2? h) zy
1.79
+1 1
a) r=-1,x=-1/3 b) x:fl,x:—?;,x:%ﬁ ) z=-1l,z=-1/4
1£v1
d) z=-3,2=-1 e) z=—-1l,x=22=4 f) =2, :Tﬁ
1.80
a) x==l1 b) z=1 c) z=-1/5

1
d) :z:<71\/f§<x<1 e)

a) —V2<z<1Vz>+V2 b)

7
c) O<x<§vgc>7

r<0Vz=1 f)

1
—1<x§—5\/0<x<1

r<—VIV2—VIl<z<0VVT<z<2+V11

d) x<4w3§x§%@+¢ﬁ)

1.82
1 3 3z +1
. b) 1
YV 5 itimrny P Yemmae 9 mow
2 dr -3
d) 1+ " f) 2 2
) +t2—1 e) @121 2) ) x*+3z+
1.83
@ 3 2 2 28 1
T4z 1— _° =
Y St It i ) z—1 z-2 ) S@=9 9
1 1 11—a 1
d) 1-— f) 2?+32+2
) P ) 3t Tapon D oS
1.84

a) Binomialoefficienterna &r 1,4,6,4,1 och

(z+1)* = 2* + 423 + 622 + 42 + 1.
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b) Binomialoefficienterna ar 1,5, 10,10,5,1 och

(2y — 1)° = 32y° — 80y + 80y® — 40y + 10y — 1.

c) Sitta=0b=11(1.44).

d) VL och HL &r koeffficienten framfor den term som inte innehéller s.
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A
absolutbelopp ..............o. L 74
associativa lagen ........... ... ... 4
avstand . ... . 76
B
binomialkoefficient................ 84
binomialteoremet................. 84
C
D
distributiva lagen.................. 5
dubbelbrak....................... 10
&
ekvation............ i il 4
ekvationssystem .............. 44, 62
ekvivalens.......................... 4
elkrets ... 64
f
faktorisering................. 5,5, 11
fakultet .......... .. i 83
falskrot............... . ... .. 35
funktion............ ... ... .. 43
fysik (tillAmpn.).................. 63
g
H
HL (hogerled) ..........coooint.. 4
huvudbrakstreck ................... 9
7
identitet.............. .. ... 3
intervall .................. ... ... 70

INDEX .
J
jamn kvadrat............. ... 34
K
kombinatorik ..................... 83
kommutativa lagen ................ 5
kvadrat..............oo oo 16
kvadratkomplettering............. 27
L
likhet.....ooooii 3
10EK « oo 38
M
MGN, minsta gemensamma
NAMNATE . ¢ o ovve e e eeeee e e 12
minsta varde ........... ... ... 27
N
NAMNATE .« .« vvvveeeeeeeeeeeeeeenn. 8
@)
1031013 P 24
P
partialbrak ............. ... ... ... 44
partialbraks-
uppdelning (PBU) ................ 44
pg—formeln....................... 29
prioriteringsregler .................. 6
Pythagoras sats................... 39
R
rationell rot ......... ... ... L. 56
rationellt uttryck.................. 41
TOb .ot 18, 29, 30
rotekvation........................ 35
S



T
termvis division .................. 12
tredjegradsekvation ............... 59
taljare. ... ...l 8

U
uttryck . ... 4
utveckling ...l 11

Vv
variabel ....... .. ..o oo 3
VL (vénsterled) ................... 4

X
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