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Kapitel 1

Algebraiska rikningar

1.1 Addition, subtraktion och multiplikation av (reella) tal

For reella tal géller bl.a. foljande enkla rakneregler, som man vil anvéinder utan att speciellt
tanka pa dem:

(kommutativa lagar) a+b=b+a och a-b=0b-a=ab,
(associativa lagar) (a+b)+c=a+ (b+c) och (ab) -c=a- (bc),
(distributiva lagen)  a(b+ ¢) = ab+ ac, varav (a + b)(c + d) = ac + ad + bc + bd.

Vidare dr 1-a = a = 4a,(-1)-a = —a = +(—a),(—a) - b = a - (=b) = —ab, (—a)(-b) =
+ab =ab, ty (—1)-(—1) =41, samt —(a+b) = —a—boch —(a—b) =—a+b=>b—a.

Potenser med heltalsexponenter definieras:

a®=1(fora#0), a'=a, ad’>=a-aq,...,

a” =a-a---a (produkten av n stycken faktorer a),

varav foljer potenslagarna:

a™-a" =amt"  (ab)" =a"-b" och (a™)™ = a"™.

D& (—1)? = 1, giller att: (—a)! = —a, (—a)? = a?, (—a)® = —a® och allmint

(—a)" +a™ om n = 2m = jaimnt heltal
—a)" =
—a"™ om n =2m+ 1 = udda heltal.

Exempel: Med riknereglerna ovan kan man férenkla en del algebraiska uttryck:

a) 10m —9y+5y+T™m+4y—m=(10+7—-1)m+ (-9+5+4)y =16m+0 -y = 16m
by m—fla—b—(c—m)]=m—-[a—b—c+m|=m—-a+b+c—m=b+c—a
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c) 3abc-a3bc® - (—4b?) =3-(=4)-a-a®-b-b-b?-c-c? = —12a*b*c3
d) (3e2yP2) =34 (22)4 - (yP)t - 24 = 81 28 . y12. 24
e) (2z+3)(42? —6x+9) =2x-42% + 22 - (—61) +22-9+3 422 +3 - (—6x) +3-9 =
= 8% — 122% 4 182 + 122% — 18z + 27 = 8z* 4 27
Ovningsexempel:
O1. Forenka a) 10t — 14u + 7o —t — 8v + 14u — 8v — u
b) 70a + 20c + 33z + ¢ — x — 28a — 40a — 9c + 41x
02. Forenkla a) m+2p— (m+p—7) b) 3c— (2a + ¢ — 5b) — (2b — 2a)
¢) 7Ta —2b—[(3a —c¢) — (2b — 3¢)]
03. Beriikna a) 52 b) 2° ¢) (=3)* d) (—4)® e) 1! f) 100" g)3°
h) (=3)°
O4. Forenkla a) 2227 - 102z b) a®b*c- (—3ac?) - 9abe
c) —2p*qr-pq’s* - (—7qr®)
0O5. Forenkla a) (32%y)%  b) (4ab*c®)? - (—2a2b)?
&) (@) - (@)

06. Omforma (genom att multiplicera ihop paranteserna)

a) 2z —y)(z+2y) b) 2z—-y)(z+2y)(z—y)

) (a+z)(a* — a®z + a®2? — ax® + 21)  d) (2% — 22 + 3)(2 — 3z — 22?)

Foljande viktiga formler bor man kunna utantill:

(a+0b)? = a?+ 2ab+b?

kvadreringsreglerna:
ssree {(a—b)2:a2—2ab+b2:(b—a)2

) (a+b)3 = a® + 3a?b + 3ab® + b?
kuberingsreglerna:
(@ —b)® = a® — 3ab + 3ab® — b3
konjugatregeln: a?—b>=(a+b)(a—0b)=(a—0b)(a+b)

a® — b = (a—b)(a® + ab+b?)
a® +b% = (a+b)(a® — ab + b?)

faktoruppdelningarna: {




OBS: a? + b* (liksom a® + ab + b* och a® — ab + b?) kan ¢j faktoruppdelas (med reella tal).

En generalisering av formeln for a3 — b3 ar allménna konjugatregeln.

a”—b":(a—b)(a”*1+a”*2~b+a"73-b2+~--+a-b"*2+b”*1)

som visas genom ihopmultiplicering av parenteserna i hogra ledet.

Exempel: a) (3a+4b)? = (kvadreringsregeln) = (3a)? +2-3a-4b+ (4b)? = 9a® + 24ab + 16b*
b) (3 + 22)(2? — 3) = (2% + 3)(2% — 3) = (konjugatregeln) = (22)? — 32 = 2% — 9

¢) (z — 2y)® = (kuberingsregeln) = 2% — 3 - 22 - 2y + 3 -z - (2y)? — (2y)3 =
x3 — 622y + 12xy% — 83

d) Faktoruppdelning: 4% — 9a* = (22)? — (3a?)? = (konjugatregeln) =
= (2 + 3a?)(2z — 3a?)

e) Faktoruppdelning: 122% — 22° — 1823 = (alla gemensamma faktorer brytes ut) =
=223 (62 — 22 —9) = —223(2? — 62 +9) = —223 - (z — 3)?

f) Faktoruppdelning: 4 + 82y = z - (23 4+ 8y%) = = - [z3 + (242)?]
= (enligt formeln for a® + b%) = z - (v + 2y?)[2% — x - 29 + (2y%)?] =
= (v +2y°)(2* - 22y® + 4y*)

O7. Utveckla a) (3a —4b)2 b) (a® +20%)2  ¢) (m* +4)? + (m* — 4)?
O8. Forenkla a) (6 —x)(z +6) b) (a®>+y)(a®>—y) ) (2% +3)(x3 —3)(2®+9)
09. Utveckla a) (y +32)*  b) 3z +2y2)° ¢) (2* — 62)3

010. Uppdela i faktorer a) z2 —a* b) 92* — 2522  ¢) 18z + 81 + 22

d) 2ty +4x?y3 —4x3y?  e)at—x  f) 3a3+8163  g) 22—25 h)5da?y’ —162%y

Med polynom (i ) menas uttryck av formen p(z) = a,2"+a, 12" ' +- - -+a1x+ag
dir an, an_1,...,a1 och ag kallas koefficienter for 2™, 2", ..., x resp. 2°(= 1).
Om a, # 0 sa séges p(x) vara av graden n.

Exempel: Kvadratkomplettering (i andragradspolynom)

22 —6r+11=22-2-2-3+11=2%—-2-2-3+3%— 3%+ 11 = (kvadreringsregeln) =
=(x—3)2-9+11 = (z — 3)?2 + 2. (Om man siitter x — 3 = ¢, s& fas ett uttryck t* + 2 utan
t-term, dvs utan forstagradsterm).

Exempel: Bestim storsta virdet av f(z) = 122 — 222 — 22.

Lésning: f(z) = 12z — 22? — 22 = (bryt ut koefficienten for 2?) = —2(z% — 6z + 11) =
= (kvadratkomplettera) = —2[(z — 3)? + 2] = —2(z — 3)? — 4. D& (x — 3)2 > 0 for alla reella
z, s& antar f(z) = —2(x — 3)% — 4 sitt stérsta virde = —4 for x = 3.
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O11. Kvadratkomplettera a) > +4x +1 b) 42> — 36z +100 c¢) 3 — 122 —
012. Bestim minsta virdet av a)z?+2r b)3x?2—-22+1 c)at 82 +1
d) 2t + 822 +1

013. Bestiim storsta viirdet av a) 7 — 22 + 42 b) z + 1 — 522

Koefficienterna i utvecklingen av (a + b)" kan bestdmmas med hjéilp av Pascals triangel:

n=>0 1
1 1 1
2 1 2 1
3 1 3 3 1
4 1 4 6 4 1
5 1 5 10 10 5 1
0.8.V.

Ett tal i triangeln erhalles genom addition av de tva tal, som star ndrmast snett ovanfor.

Exempel: a) (a+b)* = a*+4a3b+6a?b*>+4ab>+b*  b) (a—b)* = a*—4a>b+6a?b? —4ab®+b*
c) (a+b)% = ab + 6a°b + 15a*b? + 20a3b® + 15a2b* + 6ab® + b6

014. Utveckla a) (x —1)> b) (1—%)" ¢) 2z +a?)?® d) (zy® —32)°

1.2 Division av (reella) tal. Brakrikning

Med braket © = ¢ = a/b = a : b menas det (reella) tal, som satisfierar ekvationen b -z = a,
om b # 0. For brakrikning géller bl.a. foljande enkla regler:

(férkortning och forlangning) ce_r_ac (for ¢ # 0)
c-b b -c
b b
(multiplikation) a-—= %7 % o= %7 % : g - %,
a/b a ¢

(division; dubbelbrak) —=— ==

(addition och subtraktion) -4+ -= , ——-=
c

varav foljer



a ¢ a-d_ b-c ad=xbc

b dT b d T bd . b
OBS: 1 éirejlikamedle}.
at+b — a b

(Alltfor vanligt teknologfel att tro motsatsen).

a

1 1
medan — + 7= 2. Ej heller dr (i allménhet) % lika med

Potenser med negativa exponenter definieras:

Om t.ex. a = b =1, sa &r ndmligen

a+b
a-+c

b+c

. (Giv exempel!)

—, varav {oljer

Exempel:

—a+b b

a s a—b
varav foljer att —

-’

c c b

b)

3024y” 2
122910 2

¢) (forenkla) —— A —

Yy—x 1

xy —x?

a

(a® + b* + 2ab)  (a® — b?)

r)

x

z(y — ) z(y —
b
2

1
-
(a+0)?%-a

b
d) (forenkla) (b +=+2):(
a
_ (a® +b% +2ab) - a%b

ab a?b
(a+b)a

N ab - (a® — b?) (a+b)(a—b)

) 1 3r+1
- —+

2 —2 3z  1—a?

__5 1 __ 3+l

S 2x—-1) 3z (z+1)(z—1)

23 (z41)(2—1)) = 5-3x(z+1)

e) (forenkla)

a—>b

= (faktoruppdela ndmnarna) =

= (minsta gemensamma ndmnare ir

1-2(z+1)(z—1) (Bxr+1)-2-3x

20x—1)-3z(z+1) 3z-2@z+1)(z—1) (z+1)(z—1)-2-3z

(1522 + 15z) — (222 — 2) — (1822 + 62)

522+ 9242 bz — 9z —2

2-3-z(x+1)(x—1)

s , 1 1 1
015. Berikna a) 1 (1§ - 26) b) (% + %)
016. Berikna a) 272 b) (-=3)™3 ¢) 17°

6x(x? —1) 6(z3 — x)

1

2



O17. Skriv som potenser av 2 a) 1/64 b) 163/210 ¢) 1283/32°
. . 6a"b3¢c 32x™yP
018. Forenkla a) T6abPc b) S6anFiygr
122292 + 202y — 822y

4xy

2ay + 4
2ay

c)
d)

019. Forenkla a) (2a + 2b)/(b? — a®) b) (2 — 4a)/(42® — 4z + 1)
o) (x—y)*/(ly—2)° d) 0°-9)/(0°-6b"+9) e) (a®—0%)/(b-a)

f) (@®+1)/(a—a*+a’) g) (2" —16)/((z +2)(z® - 8))

020. Forkorta (om majligt) a) (a® +8%)/(a +b) b) (a* —b*)/(a — D)

o) (a* +bY)/(a+b) d) (a®=0°)/(b-a)

2
e .. z Yy 1 1 1 1
021. Férenkla a) (—y2 - ) : (; + —yQ) b) (1 - ;4)/(1 + ;3)

_ _ 2 2
Tty w y]:[x—l-y_%_x y] d) [1/7a_17/b+ 1 2, ra®+4b

r—y x+y ‘r—y x4y b a 2b/a %][ ab ]

o) [

022. Skriv som ett brak (pa sa enkel form som méjligt)

) 1 n 1 2 b)l—l— 1 L 1 ) 1 n 1
a - = — c

~ xr—3 x—l—? x 2¢  x?2—4dx x4z 1—2a2
d

d) x3—8+2$2—8+8—4a}

Enligt definitionen pa (reellt) brak har forstagradsekvationen bz = a den entydigt bestdmda

16sningen x = % for b # 0.

.. . 5T 4+ 7 I 3z+11
Exempel: Lo6s ekvationen 11 3= 357

Lésning: Multiplikation med minsta gemensamma ndmnaren 6(2x — 7) # 0 ger ekvationen
3(5x+7)—2(2x—7) =6(3x +11) d.v.s. 152421 —4x 4 14 = 182 466 eller (15 —4 — 18)x =

31 3
66 —21 — 14 d.v.s. —7x = 31 med lt')sningx:—7 :—4?
.. 3 1 25x — 0,056  0,5+10
023. Los ekvationen a) 733 = 2E b) m0,4 — —; T 0,2
2 x 1 5 z+1 1
= d —1(:]1 = _
i3 @0 6% 2wy VU =5l =5

023". En fader, som dr 33 ar, dr 66 ganger si gammal som sin son. Nér blir han endast 6
gang g
ganger sa gammal?



Ett rationellt tal kan skrivas pa formen ]2, dér p och ¢ &r heltal och ¢ # 0. Ett
q

()

rationellt uttryck (i z) kan skrivas pa formen p—, dér p(x) och ¢(z) ar polynom

q(x)

och q(x) # 0, d.v.s. g¢(x) ¢j ar identiskt noll.

Om gradtalet for p(x) &r storre dn eller lika med gradtalet for ¢(z), kan p(x) divideras med
q(x), sa att

@ =k(x) + 2&3, dvs. p(z) =k(z) q(x)+r(z).
x) kallas kvot(polynom) och r(z) restpolynom.

223 — 322 + 8z + 1

Exempel: Dividera sa langt som mojligt.

2 —2x+3
Losning:
2¢ 4+ 1( = k(x))
(q(w) =)a? = 22 + 3|22% — 322 + 8z + 1( = p(x))
— (22 — 42° 4 62)
x> +2x+1
—(2? — 2z +3)
dr —2( =r(x))
vilket ger
223 — 322 + 8z + 1 4o — 2
=2 1+ ———
22— 2243 SR
. 4 4 23 + 822 — Tz +4
024. Utfor foljande divisioner: a) 332:6— 1 b) i4ir315 ) i ;f’ém _§+
43— T2 —1r+6 2% — 322 + 8z + 1 et — a3 — 22—

d) e) f)

2 +4x+3 2¢ + 1 3x2 —x—2

1.3 Lineédra ekvationssystem. (Ekvationer av forsta graden med
tva eller flera obekanta)

Vid 16sning av ekvationer med flera obekanta sdker man genom elimination skaffa sig en
ekvation, som endast innehaller en obekant.

3r+2y =25

Exempel: Los ekvationssystemet
Tr+3y=1
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Metod 1: (Substitutionsmetoden): Den forsta ekvationen ger z = (5 — 2y)/3, som insittes
(substitueras) i den andra ekvationen. Da fas 7(5 — 2y)/3 +3y =1, d.v.s. 35 — 14y + 9y = 3
eller 32 = 5y, varfor y = 32/5 = 6,4 och x = (5 — 2y)/3 = —13/5 = —2,6.

Metod 2: (Additionsmetoden): Multiplicera (for att eliminera x) de givna ekvationerna med 7
resp. (—3) och addera:

21z + 14y = 35
—2lz — 9y = -3
oy = 32

Hérav fas y = 32/5 = 6,4, som insatt i en av de givna ekvationerna (vilken som helst) ger
x=—13/5=—2.6.

Svar: x = —2,6 och y = 6,4

OBS: Man bor alltid kontrollera svaret genom insédttning i de givna ekvationernal

Anméirkning 1. I exemplet ovan géller att:

3xr+2y=2>5 N 3xr+2y=2>5
Tr+3y=1 o5y = 32

dir det hogra ekvationssystemet dr trianguldrt, d.v.s. koefficienterna fér x och y bildar en
triangel.

Anméirkning 2. Den linedra ekvation ax + by = ¢ betyder geometriskt en rét linje. Ett
system av tva sddana linedra ekvationer har alltsa

a) en, b) ingen eller ¢) odndligt manga l16sningar beroende pa om de réta linjerna &ér a)
skirande b) parallella (och olika) eller ¢) sammanfallande.

v 2 3y =10 3x —2y =10
025. Los ekvationssystemen a) { T+ 5y b { v Y

20 —y =6 T+y=>5
20+ 3y =2 3r—2y =3 Sz +y =3
) d) e)
Tr+ by = —4 9r — 6y =8 10z +2y =6
6x + 5y + 2z =45
152 + 14y = 59 1z +1/y = 5/6 Y
f) h) { 5z +2y—2z=23
122 — 35y =1 /e —1/y=1/6
13z —-7y+2=6
20 —y+ 2z =20,1 r+2y+z=3 r+2y+22=3
) 2+y—2=99 Y z—y+22=2 k)< 3x+y+22=7
3r+2y+82=304 3r—2y+2=-3 oxr+4y+2=0

8



rT—y—2z4+w=>

r+2y+z2z=0 20 — 6y +4z =3
Y Y r+2y+3z24+2w=3
DS 22+y+2=3 m){ 3x+6y+52=7 1
2v4+2y+2z+w="7
z+3y+2z2=1 dr — 2y +62=5

3 =2y —z24+w =238

026. En person som tillfragades om sin alder svarade: "For 9 ar sedan var jag 26 ganger
sa gammal som min son, men om 2 ar blir jag blott 4 ganger sa gammal.” Hur
gammal var han?

1.4 Absolutbelopp

r om x>0

—x om x<0

Definition: |z| = {

OBS: |z| > 0 for alla z.

Av definitionen foljer att

T —a for (x—a)>0, dvs.for z>a
[z —al = (

r—a)=a—z for (r—a)<0, dvs. for z<a

Geometriskt kan |z — a| uppfattas som avstandet mellan punkterna = och a pa tallinjen:

T a

| |
T T

|z — al

‘OBS:|$—a|:|a—x|‘ och ‘|x—a|:b:>x—a::|:b

Olikheten |z —a| < b kan skrivas utan beloppstecken: —b <z —a < b, d.v.s.a—b <z < a+b,
(om b > 0).

Graferna till y = |z| resp. y = |x — a] ar:

y = |z] y = |z —ad

Exempel: a) Enligt definitionen &r | — 3| = —(-3) = +3, ty z = -3 < 0.
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b) Ekvationen |z + 2| = 5 kan skrivas |x — (—2)| = 5. Med avstandsbetraktelse fas att
rotterna till ekvationen ar x1 = 3 och x9 = —7.

(=7) = (=2)| =5 3—(=2)[=5

8 7 6 5 -4 3 =2 -1 0 1 2 3 4 5
c) Olikheten |z + 1| < 3 kan skrivas -3 <z +1<3,d.vs. -4 <z <2.

Exempel: Los ekvationen |z — 3| + |2z + 1| = 5.

rz—3 for >3

Lésning: Vi har |z — 3| = { ( 3) £ <3
—(z — or

20 4+1 for 2¢4+1>0, dvs. z>-1/2

och |2z + 1| =
| | { —(2x+1) for z<—-1/2

Vi maste alltsa studera 3 olika fall:

Fall 1: For « > 3 fas ekvationen (x —3) + (22 + 1) = 5, d.v.s. 3z = 7, som ger = = 7/3.
Men 7/3 < 3, d.v.s. 7/3 ligger ej i det rétta intervallet, varfor x = 7/3 ¢j &r en rot till den
givna ekvationen.

Fall 2: For —1/2 < z < 3 fas ekvationen —(z —3) + (2x + 1) =5, som ger x = 1. 1 = 1
ligger i intervallet —1/2 < x < 3 och &r alltsa en rot. (Préva genom inséttning i den givna
ekvationen!)

Fall 3: For z < —1/2 fas —(x —3) — (2x + 1) = 5, som ger x = —1. x9 = —1 ligger i réitt
intervall och &r en rot.

Svar: Ekvationen |z — 3| + |2z + 1| = 5 har rotterna z; = 1 och zo = —1.

Tilldgg (till exemplet ovan): Om vi vill rita grafen till
y = |z — 3| + |2z + 1|, sa skriver vi

(x—3)+2z+1)=3x—2 for x >3
y=q4 —(r-3)+2x+1)=2+4 for —1/2<z<3
—(x—=3)—2z+1)=-3x+2 for z<—-1/2

Man ser av grafen for y = |x — 3| + |2z + 1], att t.ex. ekvationen |x — 3| + |22 + 1| = 2 saknar
losning.

027. Bestam a) [7| b) |—=7] <) 0|
028. Los ekvationerna a) [z +1]=1 b) |3—z| =75 ¢)|z+4/=0

A 3-20=5 ¢ |o—2 =2
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029. Angiv (utan beloppstecken) de x, som satisfierar a) |z — 1| < 2

b)lz+3|<5 ¢)2<|z—-2/<3 d)|]xz+2/<0
030. Los ekvationerna a) |z — 2|+ |z +1|=4 b) |z —2|+|z+1]=3

¢) |t —5|+3lz+5 =20 d)|z—5/+3lz+5=10

1.5 Kvadratroten ur ett positivt reellt tal

Vi observera forst att

22 =gz x>0 for alla reella tal x

ty, om t.ex. x = —t < 0, s& #ir 22 = (—t)2 = (=1)? - 2 = +42 > 0, ty t = —z > 0. Allts& har
ekvationen z? = b reella 16sningar endast om b > 0.

Definition: Med v/b, déir b > 0, menas det icke-negativa, reella tal, vars kvadrat &r
b, d.v.s. (V)2 =b,om b > 0.

OBS: vb > 0 for b > 0.

Exempelvis dr v/9 = +3.

Ekvationen z2 = b har for b > 0 tva olika reella rotter:

xlz\/BOChLUQZ—\/B

ty 27 = (V)2 = b (enligt definition), men dven z3 = (—vb)? = (=1)% - (vVb)? = +(vb)? = b.
Man skriver

x2:b:>x1,2::t\/5,f6rb20

(Anmérkning: For b = 0 ar x; = 22 = 0 en dubbelrot).

Exempelvis har ekvationen 22 = 9 rétterna T12 = +9 = 43, d.v.s. 1 =3 och 9 = —3. Av
definitionen pa v/b foljer vissa rikneregler:

1. Va2 = |a| for alla reella a, d.v.s. Va2 = a om a > 0 och Va2 = —a om a < 0,
2. /a-vb=+ab och \/a/Vb= \/a/b, for a och b > 0.

En viktig tillampning av reglerna 1 och 2 &r

3.Va2-b=la|l Vb for b >0, alla a

Ett brak med rotuttryck i nimnaren kan omformas med reglerna 4 eller 5:
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1L Ve 1 Vo _ Va _Va

T Y e Vava aR e
1 a—+b 1 _Vatvb

och

CVa+vbhb  a-b Ja—+vb  a—b

5

Reglerna 5 kallas forlingning med konjugatuttryck; (1/a — \/E) kallas konjugatuttrycket

. . I Va—b
till (\/a+\/5) T.ex. Vlsas\/&+\/5_(\/6+\/5)(\f—\/l;)

— Vb — Vb
(konjugatregeln) = va— v = ViV for a # b, a och b > 0.
(aj— (VB2 a—b
OBS: I allmiinhet &r va + b # v/a + Vb, (alltfr vanligt teknologfel att tro motsatsen), ty
tex.a = b =1ger va+b = V2 medan Va + Vb = 2. P4 samma siitt dr i allminhet
Va—1b#\a—/b.

Exempel: a) Ekvationen 422 — 3 = 0, d.v.s. 72 = 3/4 har r6tterna 712 = £/3/4 = £1/3/2

1
b) (skriv med heltalsnimnare): ———— = [multiplicera med konjugatuttrycket] =

5+6
5-6 5-v6  5-v6 5-6

G+VOG-V6) - (V62 25-6 10

Exempel: a) /(-3)2=|-3/=3 b)Féra>0,b>0éra-vb=Va2-b
c) Fora<0,b>0éra-vb=—(—a)Vb=—/(-a)2 b= Va2 b

d) Féra>0,b>05ira-\/§:\/a2-§:\/@

e) Féra<0,b<05ira-\/gz—(—a)\/g:—\/(—a)Q-g:—\/a2~g:—\/c%

3—=z x—3 (x —3)2
= — = — = —+vx —3 for z > 3.
Vo —3 Vo —3 z—3 v te
OBS: /z — 3 ér definierat for x —3 > 0, d.v.s. x > 3, men 1/y/z — 3 endast for = > 3|.
) x B x B x B x ) V14 for >0
. Va2 +23 221 +2) Va2-Jit+z  JzlV14z -1//1+z for —1<z<O.

OBS: Var uppmérksam pa tecknet vid inmultiplicering i och utbrytning ur rotuttryck!!!

f) (forenkla):

O31. Férenka a) /0,49  b) /90000 ¢) v6-v75 d) v10/V125 ) v12—-V/3
f) V2 — V4 + 8+ 16 — V32 + V64

12



032. Los ekvationen a) 22—25=0 b)5—-22=0 ¢)922-4=0 d)16—622=0
e) 22 =0

033. Skriv med heltalsndamnare a) 2/v/6  b) 3/v/21  ¢) 1/(vV/34+v2) d)2/(v/11-3)

e) 1/(2-v5) 1) (V6-V3)/(V6+V3)
034. Férenkla (och angiv definitionsmiingd): a) va2 + 4z +4  b)z/Va? ¢) (Vr)?/x

d) (22 -92)/vV9—x e) x/Vad—222 f) Vad +222)x
1.6 Imaginira tal. Komplexa tal

Ekvationen z? = b saknar reella rotter, om b < 0. Déremot har den imaginira (= icke-reella)
rotter. Satt b = —c.

Ekvationen 22 = —c har fér ¢ > 0 tva olika (rent) imagindra rétter x1 = iy/c och

ry = —iy/c, diir i2 = —1, d.v.s

??=—c= T12 = *iy/e, for ¢> 0.

Man kan ocksa (nagot oegentligt) skriva:

2= —c= 219 =+V—c=+ive, forec>0.
Exempel: 22 +12 =0, d.v.s 22 = —12 ger T1,2 = v —12 = &iv/12 = 435 - 23

035. Los ekvationernaa) 22 = —4  b) 342522 =0 ¢)9+1222 =0 d)9-1222=0

e) (z—-20=-9 ) (z+1)2+4=0 g)a*=16 (sitt 2® =z)

Ett komplext tal kan skrivas pa formen u + i - v, ddr u och v &r reella tal och i &r

den imagindra enheten, som satisfierar ekvationen: i = —1.
u 4 v ar reellt om v = 0, imagindrt om v # 0 och rent imagindrt om v = 0,v # O.
Riknereglerna for reella tal giller ocksa for komplexa tal, (med tilliggsregeln: i2 = —1).
1 3— 4 3—44
Exempel: ! = [konjugatregeln| = -

3+4i  (3+4i)(3— gz‘) 3% — (4i)?

3—4i 3-4i 34

T9-162 9+16 25 25 ' 25

036. Skriv pa formen u+iv a) (3+i) — (1 —4i) b) (3+i)(1 — 4i)
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c) (3-4i)* d)1/(1+14) ¢ 1/(1—4i) ) (3+14)/(1-4)

g) 1/(3+41) +1/(1 — 4i)

1.7 Andragradsekvationer. Faktoruppdelning av andragradspo-
lynom

b
En andragradsekvation az?+bz+c = 0 kan, da a # 0, skrivas pa normalform: z*+—z+ ()
a a

En andragradsekvation pa normalform, 2 4 pz + ¢ = 0, kan 16sas genom kvadratkomplet-

tering:
2 o P (Py2_ (Py2, Pz (py2
x4+ 2 5 :c+(2) (2) +q=0, dwvs. ($+2) (2) q,
varfor x +§ ==+ (2)2 —q.

Andragradsekvationen % + px + ¢ = 0 har rétterna

1’1’2 = —g + (2)2 — (.

Dessa rotter 1 och zo ar
1) reella och olika, om (§)2 —q>0,
. Py\2
2) reella och lika, om (5) —q=0,
. o . Py\2
3) imaginéra och olika, om (5) —q<0.

OBS: Ekvationen 2 4+ pr = 0, for ¢ = 0, har en rot 1 = 0 (och 22 = —p).

Exempel: a) Ekvationen 22 + 6z + 5 = 0 har rotterna
T19=-3+(-3)2-5=-3+£/9-5=-3+V4=-3+2dvs. 21 =-3+2=-1
ochaxg=-3—-2=-5

3

) Ekvationen 6 + 3z — 422 = 0 kan skrivas 22 — f:z — = = 0, som har rétterna x12 =
9496
\/ \/ +4/ +4 \/10 d.v.sx; = (3++1105)/8

och To =

¢) Ekvationen 22 4+ 6 = 4z kan skrivas 2% — 4z + 6 = 0 med 16sning T1p =2+ 4-6=
24+/—2=2+i-v2dvs.x;=2+i-vV2o0chao=2—1i-/2

037. Los ekvationerna a) 22 +3z —4=0 b)3+2r—22=0 ¢)222=3+2
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d)3r+T722=0 e)42?+9=122x f) 52’ +3x=1
038. Los ekvationerna a) 22 +224+2=0 b) 52> +3z+1=0 ¢)322+1=23x
039. Los ekvationerna a) x +3 =4-2~! | (multiplicera med z)

b)z+92 =12 ¢)3+z2=2""!

040. Lss i foljande ekvationer ut y uttryckt i z:
a) 3y* +5xy = 22®  b) y* + 3y — 102* +y + 52 =0

c)2y? — 222 —3axy+3x+y—1=0 d) 2% +5y>+ 22y =8y —3

Om ekvationen x% + px 4+ ¢ = 0 har rétterna =1 och o, sa kan polynomet x% + px + q
faktoruppdelas:
22+ pr+q=(x—x)(x —22).

Anmirkning: Om (p/2)? — ¢ < 0, sa 4r 21 och x5 icke-reella, och i sa fall kan 22 4 pz + ¢ ej
faktoruppdelas med reella tal. (Diaremot kan 22 + px + ¢ alltid faktoruppdelas med komplera
tal).

Av likheten 22 +px +q=(z —z1)(r —22) =2 -2 — 21T — 2 -To + 21 - T3 =
=2 (x1 4+ x2)x + 21 - 22 fas f6ljande samband mellan rétter och koefficienter till en
andragradsekvation:

‘ 21 + x9 = —p och z1 - 9 = +¢, om z; och x &r rétterna till 22 + pz + ¢ = 0. ‘

Exempel: Faktoruppdela 1 — 2z — 322.

2 1
Lésning: 1 — 2z — 32® = [bryt ut koefficienten for 2% = (=3) - (2 + 3%~ g) Los forst

1
ekvationen z% 4 3% 3= 0. Man far 71 = 1/3 och 29 = —1 (visa detta!). D& &r 1 — 2z — 322 =

(=3)- (z — %) - (x + 1) en faktoruppdelning. Den kan &ven skrivas (1 — 3z)(z + 1).

041. Faktoruppdela (med reella tal) a) 2> +2 —6 b) 8 — 6z — 222
c)a’—x—-1 d)2>+x+1
042. Angiv en andragradsekvation med rotterna a) 2 och =5
1 2
b) D) ochg c)1++v50ch1—+/5 d)2+ioch?2—i

043. Hirled sambanden mellan rétter och koefficienter utgaende fran formeln 1o =

-p/2++/(p/2)* —q.
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En fjirdegradsekvation, som saknar x— och x-termer, ax* + bx? + ¢ = 0, kan med
2 = 2 overforas till en andragradsekvation (for z), az? + bz + ¢ = 0.

substitutionen x

Om denna andragradsekvation har rétterna z1 och 2o, sa har den ursprungliga fjirdegradsekvationen
rotterna x12 = /21 och w34 = £,/22, ty 2 =z

Exempel: 2 — 2022 + 64 = 0. Sitt 22 = 2. Da fas 22 — 20z + 64 = 0 med rétter 212 =
10 £ /100 — 64 = 10 £ 6, d.v.s. z1 = 16 och z9 = 4.

22 =2 =16 ger x12 = £v/16 = =4 och 22 =29 =14 ger T34 = +v4 = +2, d.vs. rétterna
till 2% — 2022 4+ 64 = 0 &r 4, —4,2 och —2.

OBS: En fjérdegradsekvation har alltid fyra rétter, (som kan vara olika eller lika).

044. Los ekvationen a) x* — 722 4+12=0 b) 1225 — 742> + 2* =0

c)at —22-12=0 d) 2422 =72+22* )62t =722+3

Anmirkning: Flera olika typer av ekvationer (t.ex. rot-, exponential- och trigonometriska)
kan i vissa fall med lampliga substitutioner 6verforas till andragradsekvationer.

045. Los ekvationerna a) 22¢ — 3. 27+ 1.8 =0, (siitt 27 = 2)

b) 3% =4 — 3177 (siitt 3° = 2) ¢) x4+ 6y/x = 1, (siitt /T = 2).

1.8 Faktorsatsen. Ekvationer av gradtal stérre dn tva.

Faktorsatsen: Om p(x) dr ett polynom i z och p(z1) = 0, d.v.s. om x; &r en rot
till polynomekvationen p(z) = 0, sa &r (z — 1) en faktor i p(z), d.v.s.

p(z) = (x —z1) - q(2),

dér g(x) ar ett polynom med en enhet ligre gradtal &n p(z).

Exempel: Los ekvationen 22 — 92 + 10 = 0.

Lésning: Efter provning (av t.ex. 0,41,42,...) finner man att z; = 2 &r en rot, ty 23 — 9 -
2410 = 8 — 18 + 10 = 0. Enligt faktorsatsen #r da x> — 9z + 10 delbart med x — x1 = x — 2.

Metod 1: S.k. lang division med (x — 2) (Se paragraf 1.2) ger 23 — 92 + 10 =
= (x —2) - (2% 4+ 22 — 5). (Genomfor rikningarnal).

Metod 2: Ansiitt 23 —92+10 = (z—2)(a-2%+b-x+c). Man ser direkt (genom multiplicering av
parenteserna i hogra ledet), att a = 1 och ¢ = —5. Da éir 22 —92+10 = (z—2)- (22 4+b-x—5) =
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234+ b- 2% — 51 — 202 — 2bw + 10 = 23 + (b — 2)2® — (5 + 2b)x + 10, varav fas b = 2, (vid
jamforelse av forsta och sista ledet).

Vi har alltsd 23 — 92 + 10 = (v — 2)(22 + 22 — 5) = 0, dir 21 = 2.
Ekvationen z2 + 2z — 5 = 0 ger o3 =—1+£+/1+5=-1=% V6.

Svar: Rotterna ar x1 = 2,20 = —1 + V6 och x5 = —1 — /6.

Anmirkning: En tredjegradsekvation har tre rotter, (lika eller olika).

Exempel: Faktoruppdela (med reella tal) 23 — 322 4 62 — 4.

Lésning: Ekvationen 23 — 322 + 62 — 4 = 0 har en rot z; = 1. Man finner [genom division
med (x — 1)] att 23 — 322 4+ 62 — 4 = (z — 1)(22 — 22 + 4). Ekvationen 2% — 22 + 4 = 0 har
imaginira rotter (visa dettal), varfor polynomet z2 — 22 +4 ej kan ytterligare faktoruppdelas
med reella tal. -

Svar: x3 — 322 +6x —4 = (v — 1)(2? — 22 + 4)

Exempel: Los ekvationen (22 — 2z — 7)% = 0.

Losning: Forst 16ses ekvationen z? — 2x — 7 = 0, som har rétterna T1p=1% 21/2. Den givna
ekvation, som &r av fjarde graden, skall ha fyra rétter. Ekvationen kan skrivas:

(2% =22 — 7) (2% — 22— 7) = 0,
varav inses att 3 = z1 = 1 + 2¢/2 och att x4 = zo = 1 — 2V/2.
Svar: Rotterna ar 1+ 2v/2,1 4 2v/2, 1 — 2v/2 och 1 — 2/2 (dubbelritter).
046. Los ekvationerna a) 23 + 322 +2=0 b) 2% —222 - 52 +6=0
c) 228+ 1422+ 222 +4=0 d)6+322-5r—2>=0 e)2*+23+2x—-4=0

£)3.-2724+18 273 =1+4.-271
047. Los ekvationerna a) (z —1)>=0 b) 23 —-1=0 ¢) (z2+1)>=0

d) (@3 +1)2=0
048. Faktoruppdela (med reella tal): a) 2% — 222 —52+6  b) 23 + 72?2 4 112z 4 2

c) 223 +4a? +2+2 d)6+32% -5z -3 e) 120+ 423 — 22 — 822 — 6

1.9 Rotekvationer

En rotekvation &r en ekvation, dir den obekanta storheten férekommer under rotmérke. En
sadan ekvation kan (ibland) l6sas med bortskaffande av rotmérket genom en eller flera kva-
dreringar, (eventuellt efter verflyttning av vissa termer).
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OBS: Den kvadrerade ekvationen kan ha flera rotter &n den ursprungliga rotekva-
tionen. Prévning av rétterna ér dérfor nédvandig!

Man har nimligen att ¢(z) = \/p(x) = (q(z))? = p(z), men att (¢(z))? = p(z) = q(z) =

+./p(z).

Exempel: Los ekvationen 1+ vx2 +5 = 2.

Lésning: Ekvationen kan skrivas /22 + 5 = 2z — 1. Kvadrering ger 22 +5 = (22 —1)? = 422 —
4z 41, d.v.s. 3z2 — 42 — 4 = 0, som léses. Man far 21 = 2 och x5 = —2/3. Nu méaste provning
ske genom inséttning i den givna ekvationen, (eller (bdittre) genom prévning i ekvationen
V2 +5 = 2x — 1, varvid endast tecknet behdver provas, eftersom ¢> = p < ¢ = +/p]:

x1 = 2 ger vinster led: VL =1+ Va2 +5 = 1+vV4+5=14++v9=1+3=4och hoger led:
HL =2x=2-2=4, varfor x1 = 2 &r en rot till den givna ekvationen.

z9=-2/3ger VL=1+4 /g +5=1+,/R =1+1=10/3, men HL=2- (- 2%) =
= —4/3, varfér o = —2/3 ¢j ér en rot till den givna ekvationen. (zo = —2/3 &r en s.k.
falsk rot, erhallen pa grund av kvadreringen).

Svar: Ekvationen har roten z1 = 2.

Anmérkning: x9 = —2/3 ér rot till ekvationen: 1 — V22 + 5 = 2.

049. Los ekvationerna a) 3+ V22 — 6z +9=22 b) z+2y/z =8
Ve +132=2 d)Ve+l-Va+6—2=3 e)2z+vVal+z=1

HvVr+3=vVr—2++vz-5

1.10 Ekvationssystem av hogre grad

Vissa system av ekvationer med tva (eller flera) obekanta kan 16sas med substitutionsmetoden:

(z+y)(z—1)=0 (1)

Exempel: Los ekvationssystemet
P Y { 22y =4 @)

Lésning: Ekvation (1) ger x +y =0 eller z — 1 = 0.

Fall1: z+y=0,d.v.s.y = —x ger insatt i ekvation (2), 22+ 2% = 4, varav fas 19 = +/2.
Men y = —z. Vi far alltsa 16sningarna

=2 och T2 =—V2
Y1 = —\/é Y2 = \/5-
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Fall 2: z—1=0,d.vs. z = 1 ger insatt i ekvation (2), 1+ y? = 4, varav fas y34 = £/3. Vi
far alltsa losningrna x3 = 1, y3 = v/3 och 24 = 1, y4 = —V/3.

Svar: (z,y) #r lika med (v2, —v/2), (=v/2,v2), (1,v/3) eller (1, —+/3).

Anmirkning: Geometriskt betyder ekvation (1) (i exemplet ovan) tva rita linjer och ekva-
tion (2) en cirkel. Losningarna dr alltsa koordinaterna for skarningspunkterna. (Rita figur!).

050. Los ekvationssystemen

) r+y=3 b) r—y=2 . (y+2)(z+y+1)=0
22 —y? =6 - 22 +3y°2 =6 B 2+ +4y =9

2> —zy==x 2y? + xy + 422 = 10
) 2 2 _ € 2 _ 2 _
¢4+ 3y° =6 y°—2zy +122° =5

1.11 Olikheter

For olikheten a > b géller bl.a. féljande rédkneregler:

a>bsa—-0>0 a>bsa-c>b-¢c, om ¢c>0
a>bs —a< b a>bsa-c<b-c, om c¢c<0
a>bsa+c>b+c a>b<a/c>b/e, om ¢>0
a>bsa—c>b—c a>bealc<b/c, om ¢<O0

For olikheterna a < b,a > b och a < b giller liknande regler.

OBS:a>b&b<a och a>beb<a.

Vid behandling av olikheter (nedan): flytta alltid 6ver termer, sa att ena ledet blir
0.

Exempel: For vilka x ar 223 < 722 + 5z — 4?

Lésning: Olikheten kan skrivas p(z) = 223 — 722 —5x+4 < 0. Ekvationen 223 — 722 —52+4 = 0

har rotterna 1 = —1, 9 = 1/2 och z3 = 4 (visa detta!). Enligt faktorsatsen &r da p(z) =
1
223 —Ta? =5 +4 =2z +1)(z — 5)(,@ —4).

For att bestimma de x, for vilka p(z) < 0, kan vi sitta upp foljande tecken-tabell:
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r<-llz=-1|-1<z<j|z=3|i<z<d|az=4|2>14
(x+1) | ——— 0 +++ + +++ + | +++
(:c—%) - - i 0 +++ + |4+
(x—4) | ——~— - - == - —— = 0 | +++
p(z) - 0 +++ 0 - 0 | +++

1
Vi finner att p(z) < 0, om x < —1 eller 5 << 4.

Svar: Den givna olikheten giller, om x < —1 eller 1/2 < z < 4.

1
Exempel: For vilka z r — > 2z — 17
T

Lésning: Olikheten kan skrivas:
1 1 — 222
R(w):——2x+1:ﬂ20.
x x
R(x) ar en rationell funktion, dér tdljare (och ndmnare) kan faktoruppdelas. Téljaren T'(x) =
1
1—222 42 = 0 har rétterna —1/2 och 1, varfor T'(z) = (—2)(x+ 5)(x—1) =—(2z+1)(z—1) =

(2x 4+ 1)(1 —z) och R(z) = 2z + 1)(1 — z)/=.

Vi far foljande teckentabell:

r<—-1/2|2=-1/2 | -12<z<0 | z2=0 |0<z<l|z=1| z>1
241 ——— 0 ++ + + +++ + |+
l—z | +++ + +++ + + 4+ 0 | ——-
z S - — 0 +++ + |+t
R(z) | +++ 0 ——— Jejdet | +++ 0 |-——-

Viser att R(z) > 0,om z < —1/2eller 0 <z <1. (fér z = 0 &r R(x) ej definierad).

1
Anmirkning: Man kan ocksa skriva R(x) = (=2)(z + 5)(:0 —1)/x och bilda en teckentabell

1
med faktorerna (—2), (z + 5), (x — 1) och z. (Gor dettal).

Svar: Den givna olikheten géller, om x < —1/2 eller 0 < z < 1.

OBS: Den givna olikheten (i exemplet ovan) far ej multipliceras med z, d.v.s. den far ¢j
skrivas 1 > x(2x — 1), ty « kan vara negativt.

O51. For vilka z giller fsljande olikheter?
a)1>222 -2 b)2?+z<l )2?+1<z d)z?>22-1

2x 3
3 2 2 f 3 1 2 4o — > 0 h _12<
e):f+x>3x f) 62° < 172°+42—3 g)x—i—S_x_Q h) (z—1) < o7

2
i) —< ; < — (studera forst de bada olikheterna var for sig).
x x
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1.12 n:te roten ur ett reellt tal. Potenser med rationell expo-
nent.

Definition: Med /b menas den reella (och positiva, om n = 2m = jdmnt) roten till
2" =b, d.v.s. (Vb)" =b.

Ekvationen x™ = b, dér b reellt tal, har da foéljande reella rdtter:
1) 2 = ¥/b, om n = 2m + 1 =udda (positivt) heltal,
2) z = £ /b, diir ¥/b >0, om b > 0 och n = 2m=jamnt (positivt) heltal.

[Dessutom har ™ = b alltid kompleza rétter, om n > 2, b # 0]. (Om n &r jaimnt och b < 0, sa

saknar 2" = b reella rétter och /b dr ej definierat.)

For udda n = 1,3,5, ... géller att: ¥/—b= —/b.

W= Vom,

Definition: b» = /b, och (for b>0) b

Exempelvis giller for den vanliga kvadratroten, att

Vhb=b=0b"2 for b>0

m m
Man kan visa, att potensuttrycket b» med rationell exponent x = — for b > 0 satisfierar (de
n

allménna) potens- (eller exponential)lagarna:

BT Y = b BB = 5V, 1Y = bV, (b)Y = b7
(ab)* =a” - b" och (a/b)* =a”/b".

(Det &r samma lagar som for heltalsexponenter). For n:te rétter giller da (for b > 0) bl.a.
foljande riakneregler:

YW= Vb= Vb= b, (VB = VEm(= bE),
Va- Vb= ab och a)Vb= {/afb.

For uttrycken /a + %, Va — %, va+boch VVa — b finns inga allménna formler. Exem-
pelvis &r i allménhet ¥/a + b # ¥a + /b, (alltfor vanligt fel att tro motsatsen!).

L .
2t = Va® for a > 0.

[N
=
I
Wl
olu

Exempel: a) va-a=a?-a a =aq
b) \/ V2 = (2/3)5 = 2376 =218 = V2
¢) Vi25= V5 = (5%)m =58 =51 = V5
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d) Va2 = Va2 = {/la]

052. Forenkla a) 2713 b) 4795 ¢) (v/8)¥3 d) 21/3.2743 ) 31/2/9-3/4
£) 372/3/(1/3)=%3  g) (0,0016)~ %%

053. Forenklaa) V9 b) 8 ¢) V=24 d) VV3 e) VV2
H\VVVE g 4/¥16  h) VBT - Y9+ V12— V27T - V/3V3

0O54. Bestim de reella rétterna till a) 28 = 16 b) 2° = 243

c) 6428 —27=0 d)2>+8=0 e)2*+8

I
o

055. Forenkla (och angiv definitionsmingd): a) v/3a2 - V/9a
b) va/Vx o) I/ Yx d) Vb o) Va¥/Ya 1) \Jai/x

B

1.13 Allminna potenser (Potens- och exponentialfunktioner)

Vi har ovan definierat vad som menas med uttrycket b, da b > 0 och = = m/n &r ett
rationellt tal. Man kan allménnare definiera uttrycket 6* for b > 0 och alla reella x, sa att
potens-(exponential-)lagarna géller (fér a och b > 0):

BTV =0T 0V, BT =0T/0Y, bV =1/0Y, b = (b7)Y,
a® - b* = (ab)®, a®/b* = (a/b)"

b* kallas for en potens av b, b kallas bas och z kallas exponent.

OBS: Man skiljer pa potens- och exponentialfunktioner:

Potensfunktion: f(x) = x® (x = variabel, a = konstant)
Ezponentialfunktion: f(r) = b* (x = variabel, b = konstant > 0).

OBS:

1) b* > 0 for alla =, d.v.s. kurvan y = b* ligger ovanfor z-axeln,
2) b0 =1, d.v.s. y = b® gar genom punkten (z,y) = (0,1) for alla b > 0,

véixande (for vixande z), om b > 1

3) y:f(a:):bxéir{

avtagande (for vixande z), om 0 < b < 1.
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x T

y=0"0>1 y=b",0<b<1

Av speciellt intresse ér (den naturliga) exponentialfunktionen:
f(z) = e® med basen e = 2,71828.. ..

[Tangenten till y = e” i punkten (z,y) = (0,1) har riktningsvinkeln 45°]. For e giller alltsa
att

=1, e*>0forallaz, e vixande for alla =

samt exponentiallagarna:

etV =¢e" .Y, eV =¢e"/eY, e Y =1/eY och eV = (e*)¥

OBS: ¢tV &r (i allménhet) ej lika med e” + e¥. (Alltfor vanligt fel att tro motsatsen).
Exempelvis ér, for c =y =0, e*t¥ = e = 1 men e* 4+ e¥ = ¥ + ¥ = 2.

Exempel: (forenkla): (3V2)V2 =3v2v2 —32 _ 9

Exempel: Los ekvationen 2% + 2771 = 6.

Lésning: Ekvationen kan skrivas 22712 + 1) = 6, d.v.s. 2971 = 2, varfor z — 1 = 1, d.v.s.
r=2.

[Alternativ 16sningsmetod: Sdtt 2 = z. (Genomfor rakningarnal)]

Exempel: Bestim reella l6sningar till ekvationen e?* 4 e* — 2 = 0.

Lésning: Sitt e® = z. D& dr €2® = (e¥)? och vi far ekvationen 22 + z — 2 = 0 med r6tter

a=—3+4/7+2=—-3+32 dvs. z =1och 2z =-2.
Fall 1: e* =2z =1 =€ ger x1 = 0.
Fall 2: ¥ = zo = —2 #r en orimlighet, da e® > 0 for alla reella x.

Svar: Ekvationen har den reella roten z; = 0.

056. Forenkla a) (2V3)V3  b) V2. eVB. VI8 () gV2.2-V8/(\/2)V8
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057. Visa att a) 2V2 < /8 b) 2V2> V128 ¢) 2V2.2V8 > 421
058. Bestiam reella Iosningar till a) 2 =64 b) 4* =8 ¢) 4 = -8

d) 5" +3.57=8 )37 +2-371 =45 f)6-47 —4"T2 =16

g)4-8°+3.2%F =5

059. Bestim reella 16sningar till a) 2* +2-¢* = 3
b) 32" —4.3°43=0 ¢)2*2 2ot =27"141 d)24+2°"=9

e) €37 +4e%" — e —4 =0

1.14 Logaritmer

Vi har exempelvis att 100 = 102 och att 0,1 = 10~! och fragar oss om t.e.x 3 = 10 for nagot
x?

Funktionen y = 107 &r definierad for alla reella z, —oco < x < oco. Vidare &ar y = 10% strangt
vixande for alla x samt antar alla reella positiva y-viirden, 0 < y < oo. (Rita grafen till
y = 107). Det betyder att till varje y > 0, (t.ex. y = 3) finns ett och endast ett virde x for
vilket 10° = y. Detta 2-virde kallas (tio-)logaritmen for y och skrives °logy eller lgy. Vi har
alltsa foljande:

‘ Definition: z =lgy < y =10 for y > 0.

Exempelvis dr 1g100 = 2 och 1g0,1, = —1. Vidare ar 3 = 10* for z = lg3 ~ 0,4771. Av
definitionen foljer direkt, ty y = 107 = 10'8¥ och z = lgy = 1g 107, att

y =10 (for y >0)| och ‘lg 10* =z (for alla reella x). ‘

Speciellt: y = 1 kan skrivas y = 1 = 10°, varfor lg1 = 1g10° = 0. P4 samma sitt &r
y =10 = 10!, varfor Ig10 = 1g 10! = 1.

Alltsé &ir [lg1 =0 och 1g10=1.]

Vidareér’lgy<0 for O<y<1‘ och‘lgy>0 for y>1.‘

Exponentialfunktionen y = e®, dir e = 2,71828. . ., &r (liksom y = 10%) definierad och stréngt
vixande for alla x, —co < & < oo, samt antar alla positiva y-véarden. Till varje y > 0 finns
alltsd ett och endast ett x-viarde, —oco < x < oo, for vilket e = y. Detta z-virde kallas
e-logaritmen eller den naturliga logaritmen for y och skrives ©logy eller vanligare Iny. Vi
har alltsa foljande

Definition: r =lny < y=¢* for y > 0.

Av definitionen foljer direkt att
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y = e (for y > 0) Ine® = z ( for alla reella z)
Inl1=0 lne=1
ny<0 for 0<y<1 Iny >0 for y>1

OBS: Iny och lgy ar definierade endast for y > 0.

Graferna for y = €* och y = Ina:

y=Inx
1 1+
/ ) X X

1 1

OBS: Grafen till y = Inz, d.v.s. x = €Y fas genom spegling av grafen till y = e*, d.v.s.
x = Iny, i rita linjen y = z. [Alltsa y = Inx fas ur y = €® genom byte av variablerna x och
yl-

060. Forenkla a) 1g1000 b) 1g0,01 ¢) 10'8*  d) 10'807
Q) 10—1g4 f) 10—1g0,5

" 1 1
0O61. Forenkla a) Ine? b)Inye c¢)ln— d)In (7)2

e) 6ln7 f) e*1n3

062. Los ekvationerna a) Inz =0 b)lgz =1 c)lnx =2
d)lgz=—-4 ¢)2-lgx=3

063. Bestim reella 16sningar till a) 10° =4 b)) 2-¢* =3
c) 10° +2-10*"1 =42 d) 10° -~ 10* 1 =27 e)eX +e*—6=0

fle*+6-e=5

For Iny och lgy kan ur potenslagarna hirledas foljande logaritmlagar  (fér y och z > 0):

In(y-2z)=Iny+1Inz lg(y-2) =lgy+1gz
n?=Iny—Inz lg¥ =1gy —lg=
Iny? =p-Iny lgy? =p-lgy
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Av den andra lagen foljer speciellt:

1 1
In—-=—-Inz och lg—=-1gz
z z

For In(y + 2), In(y — 2), lg(y + z) och lg(y — z) finns inga formler.

OBS: In(y + 2) ér ej lika med Iny +In 2. (Mycket vanligt fel att tro motsatsen!!). (Visa med
ett exempel!)

Exempel: 1g0,0003 =1g(3-107%) =1g3 +1g 1074 =1g3 —4 ~ 0,47771 — 4 =
= —3,5229.

Anmirkning: Varje tal y > 0 kan skrivas y = 3o - 10¥, déir 1 < yo < 10 och k heltal. [Detta
kan anvindas for berikning av lgy, da lgyo finns i tabell for 1 < yo < 10].

Exempel: (forenkla): n8 —6-Inv2=12%-6-In2/2=3In2-6-1-n2=0.

Exempel: Los ekvationen 2In(z — 1) +In(x + 1) = 3Inz.

Lésning: For att logaritmerna i ekvationen skall vara definierade maste x —1 >0, x +1 >0
och z >0, d.v.s. z > 1. For > 1 kan ekvationen skrivas (med logaritmlagarna):

In(x — 1)+ In(z + 1) = Ina3 eller In(z — 1)? - (z + 1) = Ina3.

[Men Iny =Inz = y = z|. Hirav fas (z — 1)? - (z + 1) = 23, d.v.s. 2 — 22 — 2 + 1 = 22 eller
22 + 2 — 1 = 0. Denna ekvation har rétterna x; = —% + % ~ 0,6 <1 och xzy = —% — é ~
—1,6 < 1. D.v.s. bade x1 och x5 ligger utanfor definietionsomradet x > 1.

Svar: Den givna ekvationen saknar (reella) rotter.

5—1
\fQ =~ 0,6.

OBS: y = e” och y = 10 ar bada strangt vixande funktioner, varav fas (for y och z > 0):

Anmérkning: Ekvationen In(z — 1)? + In(x + 1) = 31Inz har roten z1 =

‘lnyzlnz@y:z‘ och ‘lgy:lgzﬁy:z‘

064. Forenkla a) 1230 —1g0,3 b) 2In8 —3In4 4+ 201n1

c)3In2+2In3—-4Inv6 d) 21g20 —61lgv2+51g1 +1g0,01
065. Los ckationerna a) In(lnz) =1n3  b) 2lg(x — 1) +1g2 = 31g4

¢)3ln2+In(z—1)—lnz=In7 d)lgz+lg(z—2)=1g3
e)ln(2—z)+2Ilmz=3In(l-z) f{)lnr+n(x—-1)=0
g)lgr—lg(x—1)=1 h)In(r+2)-In2—-2)=3In2
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i) 2lgr —3lgd = -2 j) In(4r) —2In(1 —2) +1In5=3In2

Logaritmer med (godtycklig) bas b definieras (om b > 0, b # 1):

z="logysy=">", fory>O0.

blog y kallas b-logaritmen av y. Vi har tidigare studerat specialfallen:

Ylogy =1lgy och Clogy =Iny

Av definitionen foljer att

Yy = bblogy(fér y > 0), Plogb” = z(for alla z),
®logl =0 och ’logb=1

Av potenslagarna och definitionen pa ?logy foljer logaritmlagarna:

"log(yz) = "logy + "logz, "logy” =p- "logy

1
®logZ = blogy — Ylogz, “log= = —"logz
z

Mellan logaritmer med olika baser rader féljande samband:

(teex.) : lny = ==

1 1
Speciellt for y = b fas: “logb = Toga och t.ex. In10 = ge
oga e

Exempel: (berikna) %log 35 = —?log 32 = [Skriv 32 med basen 2] =
=—21og2’=(-1)-5-2log2=-5-1= -5

. 1
066. Bestim a) 3log3  b) 2log8 «¢) log 77 d) 1%90g 10
e) 22 log 3 f) 4= 4log5
067. Forenkla a) ®log 1000 — °log40 b) *log12 — 0,5 *1log 36
068. Los ekvationen a) 2logz + 2logh =4 b) 2- °logz — %log(x —4) = 2
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069. Forenkla a) 3log2- 2log3 b) °log4- 2logh c¢) ®log7- "log?2

1.15 Summabeteckning

n
Man skriver a1 + a9 + a3 + ... +a, = Zzzlak och |apy + ams1 + ... +ay = Zak (for

n
m < n). Speciellt dr Z ay = an.
k=n

Man kan ocksa skriva
n+1

a1+a2+...+an:Zak_1 eller a1+a2+...+an:Zak+1.
k=2
n+1 n—+2
Alltsa ar Zak— Z ap_1 = Z Ap—9 = ...
k=m+1 k=m+2

n—2
och Zak— Z Apt+1 = Z agq2 =

k=m—1 k=m—2

7
Exempel: (berikna) ) k* = 3% 442 + 5% 4 6° + 72 = 9+ 16 + 25 + 36 + 49 = 135
k=3

5 5

6 9
e k+1
" 3
070. Beriikna a) E kb)Y (k+2)? E k> d) E lgk ) E In k:
k=2 k=1 k=—3 k=6 k=1
7

7 10 10
O71. Forenkla a) Z ap — Z ax—1 b) Z Ajro — Z aj11
k=0 k=1 k=0 k=0

1.16 Aritmetiska och geometriska talfoljders summor

A) Talfoljden ¢, = a,to = a+d, t3 = a+2d,...,t, = a+ (n — 1)d kallas for en (&ndlig)
aritmetisk talféljd med differensen d. Man kan visa att talféljdens summa

n

Sp=>» [a+(k—-1)d=a+ (a+d)+(a+2d)+ ...+ (a+ (n—1)d), &r lika med
k=1
_ (n—1)d t1+1n
Sp,=n-a+n 5 =n 5
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d.v.s. S, #r antalet termer [n] gdnger medelvirdet [“952]. Speciellt &r (om a = 1,d = 1):

n(n+1)
—

n
Zk:1+2+3+...+n:
k=1

B) Talfsljden t; = a, to = a-x, t3 = a-2?,...,t, = a-2" ! kallas fér en (sindlig) geometrisk talfcljd
med kvoten z. Talfoljdens summa &r

n—1
1 — g™
sn:Za'xk:a+a-x+a-x2+...+a‘x"71:a‘ T for x # 1.
1—2z
k=0
Bildaz-s, = a-x+a-22+.. . +a-2". Dddr s, — -5, = a—a-2", d.v.s. (1—2)-5, = a(l—2z"),

som ger pastaendet.

C) Man kan visa att om |z| < 1, sa gar 2" mot noll da n — oo. Héarav foljer att s, =

1— 2" a
a- —s=——,dan— oo.
1—=x 1—=x

For den (odndliga) geometriska seriens summa géller alltsa:

o0
s:kzoamk:a—i—a-x%—a-ﬁ—k...:& for |z| < 1.

Anmirkning: En (oéndlig) serie: Z ap = a1 + as + az + ... siges vara konvergent och ha

k=1
n

en summa S, om S, = E ap=a1+as+...+a, — s, dan— oo.

k=1

Exempel: 2" + 2™t + . 42" =214z +... .+ 2™ =™ 71_‘”;__;“ =
= % form<mn,z 75 1.

.,L.m
(Hirav foljer ocksa att ™ + 2™ ... = T for |z] < 1).

200
O72. Berdknaa) 1+2+3+...499 b)Y k ¢)1+3+5+...+99

k=0

d)1+3+5+...+(2n—1)

073. Berakna@) 1+2+22+23+...+210 b)1-1/2+1/22—-1/23 +...+1/2%0
n

k=0
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2k 2 22 23
k=0
[ee] o
(—1)F 1 1 1 k
b)z 3k =1 §+? 33+ Q)ZG
k=0 k=0
o0 o0
d) Zx%, (for |z| <1) e) Ze K (for 2 > 0)
k=1 k=3
79 27 81 243
O75. Forvilkaz éra) 1+ a4+ 22 +2°+...=3 b) x —a? + 23—zt +

o) ?+xd+at+...=17

076-79: (Reserv)
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Kapitel 2

Trigonometri

2.1 Vinkelméatning

Vinklar kan métas i (delar av) varv, grader eller radianer. (Vi
anvinder vanligen radianer). Med 1 radian menas storleken
av centrumvinkeln i en cirkelsektor, dir periferibagen ar lika

lang som radien R. [Léngden av bagen i en cirkelsektor med R
vinkeln v radianer blir alltsa v - R (lingdenheter)].
Sambanden mellan de olika enheterna fér vinkelmétning blir, L radian
(ty cirkelns omkrets ar 27 R): R
1 varv = 360° = 27 radianer, varav fas
o ™ . . 180° o
= —— radianer och 1 radian = ~ 57,3
180
(Ofta skriver man ej ut enheten radian utan skriver t.ex. m =
o Yy
180°).
En vinkel rédknas positiv, om den méts moturs, och negativ, v>0
om den mites medurs, (vanligen riknat fran positiva z-axeln v <0

i ett zy-koordinatssystem).

Ovningsexempel:

080. Hur manga grader och radianer &r a) 1/2 varv  b) 1/8 varv
c)3varv d)-1/3varv e)-1/6 varv ) 10 varv? (Rita figur!)

O81. Omvandla till radianer: a) 90° b) 30° ¢) —45° d) —270°
e)18° ) 150° g) —110°

082. Omvandla till grader: a) 3t b) —7/2 ¢) 37/4 d) 57/12
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083. Berikna lingden av periferibagen i en cirkelsektor med
a) centrumvinkeln v = 60° och radien R = 2 (langdenheter)

b) v =150° och R=5 ¢) v =300° och R =4/3.

084. Bestéam vinklen mellan tva (nérliggande) sidor i en regelbunden

a) 6-horning  b) 5-horning  ¢) n-horning. [Ledning: Vinkelsumman i en triangel

dr 180° = 7 (radianer)].

2.2 Ratvinkliga trianglar

I en rétvinklig triangel &r en vinkel 90° = 7/2 (radianer). Om en av de 6vriga vinklarna dr v
sa blir den tredje vinkeln 7/2 — v, ty vinkelsumman i en triangel &r 180° = 7. Vinkeln 7/2 —v
kallas komplementvinkeln till v. Den sida, som star mot den rita vinkeln, kallas hypotenusa,
och de bada 6vriga sidorna kallas kateter.

For ritvinkliga trianglar géller: | Pythagoras’ sats: ¢? = a? + b°.

Vi definierar nu de trigonometriska funktionerna sinus, cosinus, tangens och cotangens
for vinklar mellan 0° och 90° (dvs. mellan 0 och g) med

. a motstaende katet a motstaende katet
SNV = — = tanv = - = ——
c hypotenusa b  nérliggande katet
b  néarliggande katet b  nérliggande katet
CosSV = — = cotv=—= =
c hypotenusa a  motstaende katet

Varav fas att

a=c-sinv, b=c-cosv, a=0b-tanv, b=a-cotv

Av definitionen foljer direkt att

sinv 1 COS v 1
tanv = = , cotv = — =
COS v cotwv sinv tanv

Pythagoras’ sats ger: |sin? v 4 cos? v = 1, (trigonometriska ettan)
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OBS: sin?v = (sinv)? = sinw - sinwv och cos? v = (cosv)? = cosv - cos v.

OBS: (sinv)? &r ¢j lika med sin? v?. (alltfor vanligt fel).

Av definitionen pa komplementvinkel foljer vidare att

sinv:cos(g—v) tanv:cot(g—v),

COS vV = sin (g—v) cotv = tan (g—v)

d.v.s. sinus for en vinkel dr lika med consinus fér komplementvinkeln, o.s.v. Om vinkeln v
avtar mot 0, sa gar (vid fixt ¢) kateten a mot 0, varfor

sin0 =0, cos0 =1, tan0 = 0, samt cot v — +o00, da v avtar mot noll.

Dawv= g = 90° dr komplementvinkel till 0 fas att

sing =sin90° =1, Cosg = c0s90° = 0, cot T ot 90° = 0

. . s
samt att tanv — 400, da v vixer mot 5= 90°.

Vi hérleder nu de trigonometriska funktionernas varden fér 45°, 60° och 30°:

OBS: Om man inte kan alla dessa virden utantill, maste man snabbt kunna gora en hdrledning!

A) Forv = % = 45° blir den ritvinkliga triangeln en halv kvadrat: Om (f6r enkelhets skull)

a =1, sa &r ocksd b = 1 och med Pythagoras’ sats (c? = a? + b?) fas ¢ = /2, varfor

sin% — §in45° = —, tan% — tan45° = 1

T
V2

1
cos% = cos4h® = — cot% =cot45° =1

7

B) Forv = g = 60° kan den ritvinkliga triangeln uppfattas som en halv liksidig triangel.

(I en liksidig triangel dr alla vinklarna lika med 60°, varfor vinklarna i en halv liksidig
triangel dr 60°, 90° och 30°). Om b = 1, sa dr ¢ = 2 och med Pythagoras’ sats fas

a =2 -2 =+/3, varfor

sin ™ — sin60° = V2. tan — = tan 60° = v/3
3 2 3
1 1
cosg = cos60° = 3 cot% = cot 60° = ﬁ
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C) Om v = % = 30° sa kan den ritvinkliga triangeln ocksa kompletteras till en liksidig

triangel. [Eller: Eftersom v = 30° dr komplementvinkel till 60° fas sin30° = cos60°
o.s.v. Jamfor figuren ovan.]
1 T 1

sin% = sin30° = -, tan ¢ = tan30° = = .
e [ ]

V3 V3

cos%:cos?)OO: 5 cot%:cotBOOZ\/g AR i

OBS: 1) Forhallandet mellan sidorna i en (godtycklig) halv kvadrat ar 1: 1 : /2.

2) Forhallandet mellan sidorna i en halv liksidig triangel dr 1: /3 : 2.

2b o
60°
b
085. Bestam virdet av a) 2 sin% . cos% : cotg b) sing . COS% — cosg . sin%

¢) (sin 60°+sin 45°)(cos 30° —cos 45°)  d) (tan 60° —tan 45°)/(1+tan 60°-tan 45°).

B
Exempel: Solvera en rétvinklig triangel med b = 2,0 och  a S
B = 40° [dvs. bestim de sidor och vinklar, som ej dr givnal.

A

b

Lésning: Vinkeln A = 90° — B = 50°. Nu ér cos A = b/c varfoér ¢ = b/ cos A = 2,0/ cos 50° ~
2,0/0,643 ~ 3,1. [cos50° fas med rédknedosa eller ur tabell]. Vidare &r tan A = a/b, varfor
a=b-tan A =20 tan50° =~ 2,0-1,19 =~ 24.

Svar: A =150° ¢~ 3,1 och a ~ 24.

Anmirkning: Man bor vid numerisk rikning anvénda beteckningen ”=”, som betyder ”ap-
proximativt lika med”.

OBS: sin A, cos B 0.s.v. dndras naturligtvis inte om en triangel vrides eller spegelvindes, ty

sin A = (motstaende katet): (hypotenusan) o.s.v.

086. Solvera foljande ritvinkliga trianglar (beteckningar enligt figur ovan):
a) c=4,00och A=35° b) a:3,0ochA:% ¢) a=2,0o0chc=3,0
d)a=2,00chb=30 ¢)b=5,0o0ch B=55°
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Samband mellan de trigonometriska funktionerna fé6r samma vinkel, mellan 0° och
90°, fas med hjilp av Pythagoras’ sats:

1 1 V14 tan?v
sin v V1 —cos?v tanv

v v v
: CoS v
V1 —sin?v 1

Man far ur figurerna foljande allménna samband (for 0 < v < 7)

1) cosv=+/1—sin?v, tanv = sinv/v/1 —sin?v
2) sinv=+v1—cos?v, tanv = v/1 — cos? v/ cosv

3) sinv=tanv/Vv1+tan?v, cosv=1/V1+ tan?v

OBS: I dessa formler forutsittes att 0 < v < g

Exempel: Bestdm sinv och cosv, om tanv =2/3 och 0 < v < g

Losning: Satt in i formlerna ovan, eller (béttre!): rita en

ratvinklig triangel med kateterna a = 2 och b = 3. Da ér V13
tanv = 2/3. Enligt Pythagoras’ sats blir da hypotenusan

c = V22 +32 = /13, varfor sinv = 2/v/13 och cosv = v
3/V13. 3

087. Bestim (for 0 < v < g) a) cosv och tanv, om sinv = 3/5, [Ledning: Rita en

triangel med @ = 3 och ¢ =5] b) cosv och tanv, om sinv = 2/3
¢) = sinwv och tanv, om cosv =1/3 d) sinv och tanwv, om cosv = 0,4
e) sinv och cosv, om tanv =1/2 ) sinv och cosv, om tanv = 24/7

g) sinv och coswv, om cotv = 0,7
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2.3 De trigonometriska funktionerna fér godtyckliga vinklar

Yy
Andra | Forsta
kvadranten | kvadranten .
Tredje | Fjarde
kvadranten | kvadranten

zy-planet dr uppdelat i fyra kvadranter:

Som vi tidigare papekat rdknas vinklar (fran positiva xz-axeln) positiva moturs och negativa
medurs. Vinklar mellan 0° och 90°, dvs. mellan 0 och 7, ligger i forsta kvadranten, vinklar
™

mellan § och 7 i andra, mellan m och 37/2 i tredje, mellan 37/2 och 27 i fjarde, mellan 27

och 57/2 i forsta o.s.v. Men dven vinklar mellan —7/2 och 0 kommer i fjirde kvadranten,
vinklar mellan —7 och —7/2 i tredje o.s.v.

088. 1 vilken kvadrant ligger vinkeln a) 57/4 b) 500° ¢) —200° y

(CC,y) -

-1 RRT!

d) 1000° e) 27x/4 ) —1007/3 g) —10000°?

Vi ger nu definitionerna av de trigonometriska funktionerna
for godtyckliga vinklar, dvs. dven for vinklar utanfor inter-
vallet 0 till 77/2. Antag att (z,y) &r en punkt pa enhetscirkeln

(cirkel med radien = 1 och medelpunkten i origo). -1
tanv =2 for r#0, dvs.v# 3 +nm
S z
Definition: { Sme=y
COSV =2
cotv =2 for y#0, dvs.v#nw
Y

[Vi ser att dessa definitioner stimmer 6verens med de tidigare. Ty, om 0 < v < 7/2, sa ligger
punkten (z,y) i férsta kvadranten, dar > 0 och y > 0. Vi far alltsa en rétvinklig triangel
med hypotenusan ¢ = 1 och kateterna a = y och b = z, varfor sinv = a/c = y/1 = y 0.s.v.]

Eftersom sinv = y blir sinv positiv for vinklar i forsta och andra kvadranten och negativ i
tredje och fjarde. Liknande regler fas for coswv, tanv och cot v:

+ T + — T + — T + + T —
A
sinv COsSv tanv cotv
Av definitionerna foljer direkt, att
sinv 1 COS v 1
tanv = = cotv = — =
cosv  cotw sinwv tanv
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—1<sinv < +1, dvs. |sinv| <1 for alla vinklar v

—1<cosv <41, dvs. |cosv| <1 for alla vinklar v

sin0 =0 singzl sint =0 singg:—l sin27 =0
T 3T
cos0=1 cos§:O cosm=—1 cos?:() cos2r =1
T 3T
tan0 =0 | cot 5 =0 | tanTt=0 | cot > =0 tan27m =0 0.S.V.

tanv — +o00, da v vixer mot cot v — +00,da v avtar mot 0

wola

tanv — —oo, da v avtar mot cotv — —oo, da v vixer mot 0

ol

Vidare &r, (jamfor figur nedan, i slutet av paragrafen).

sinv = sin(v + 27) =sin(v +n-27), diar n = heltal

cosv = cos(v + 2m) = cos(v +n-2mw), didr n = heltal

dvs. sinus och cosinus dr periodiska funktioner med perioden 27.

7
Exempel: Bestdm sin ( — Zﬂ)
Lésning: m_r 2m, varfor sin ( 71)— in(ﬁ 21) = in - = in45° =1/v2
gsning: —— - = o , varfor s L) =sin(y —2m) =sin =s = .

089. Bestim a) cos 137 b) sin(—137/2)  ¢) sin(137/3)  d) cos(137/6)

e) tan(1377) ) tan(1377/4).

Av Pytagoras sats foljer att ekvationen for enhetscirkeln #r 22 + y? = 1, (vilket giller i alla
kvadranterna). Av definitionen pa sinus och cosinus far vi da foljande viktiga formel:
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sin?v 4 cos® v = 1, (den trigonometriska ettan)

dvs. sinv = £v1 —cos2v och cosv = £v/1 —sin®v, dér tecknet bestimmes av i vilken
kvadrant vinkeln v ligger.

Anméirkning. Man kan ocksa hérav hirleda 6vriga samband mellan de triogonometriska
funktionerna for samma vinkel. (Jamfor paragraf 2.2). Man far (Rita figur!):

tanv = +£sinv/v/1 —sin?v, tanwv = 4+/1 — cos2v/cosv
sinv = +tanv/v1 + tan® v och cosv = £1/v/1 + tan®v

Exempel: Bestdm sinv, om cosv = 1/4 och 37/2 < v < 27.

Lésning: 1 fjirde kvadranten ar sinv negativt, varfor

sinv = —v1 —cos?v = —/1 — (1/4)2 = —/15/4.

Exempel: Bestdm sinv och cosv, om tanv = —3/2 och —7/2 < v < 0.
Lésning: Metod 1: Rita en hjélptriangel med tanvy = +3/2 V13 3
och 0 < vy < 7/2. Da ér sinvg = 3/v/13 och cos vy = 2//13.

Av formlerna ovan foljer att sinv = Z£sinwvy och cosv =

+ coswvg. 1 fjirde kvadranaten &r sinv < 0 och cosv > 0. Vo O
Alltsa #r sinv = —3/4/13 och cosv = +2//13. 2

Metod 2: Anvind formeln tanv = sinwv/ cos v samt ”trigonometriska ettan”:
tany = S0U — 3 N sinv = —3 cosv N cosv = £2/+/13
2 2 cos? v + cos? sinv = F3/v/13
Eftersom cosv > 0 och sinv < 0 i fjarde kvadranten, far vi féljande

Svar: sinv = —3/v/13  och cosv = 2//13.

sin?v + cos2v =1 v=1

090. Visa att a) [1/cos>v =1 +tan?v| b)|1/sin®v =1+ cot®v

091. Bestdm cosv, om a) sinv = 1/3, (v i forsta kvadranten)

b) sinv = —2/5, (v i fjirde kvadranten) ¢) sinv =2/3
092. Bestidm sinv, om a) cosv = —0,6;7/2 <v <7 b) cosv = 0,4

093. Bestdm tanv om a) sinv = 1/4, (v i andra kvadranten)

b) cosv = 0,3 (v i fjairde kvadranten) ¢) sinv = —0,5 d) cosv =2/9

094. Bestim sinv och cosv, om a) tanv = 2,7 < v < 37/2
b) tanv =—-1/3,71/2<v<m ¢)tanv=-5 d)cotv=—2.
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Nagra enkla formler, som sammanhinger med speglingar:

Antag att punkten (zg,y0) pa enhetscirkeln svarar mot vinkeln v, dvs. att g = cosv och
Yo = sinwv. [(zo,yo) dr en godtycklig punkt pa cirkeln. Vi ritar den for enkelhets skull i forsta

kvad

A)

D)

Man

Y4 =
)

ranten).

Speglar man (xg,yp) i z-axeln hamnar man i punkten
(1,91) = (w0, —yo0) med vinkeln (—v).

Alltsa ar cos(—v) = x1 = zp = cosv och

sin(—v) = y; = —yp = —sinv, varav fas
tan(—v) = EE;E:Z)) = =510 — _ tan v och (analogt)
cot(—v) = — cotv.

Spegelpunkten till (xg, yo) m.a.p. y-axeln ar (x9,y2) =
(—x0,yo) med vinkeln (7 —v). Da &r cos(m — v) = x9 =
—xp = —cosv och sin(m — v) = ya = yp = sinv.
Anmirkning: Vinkeln (7 — v) kallas
supplementvinkeln till v.

Spegelpunkten till (xo,y0) m.a.p. linjen y = =z &r
(23,y3) = (Y0, x0) med vinkeln (g — v).

Da &r cos(§ —v) = x3 = yo = sinv och sin(5 —v) =

Y3 = xo = cosv varav fas tan(§ —v) =

sin(§ —v)/cos(§ —v) = cosv/sinv = cotv och
cot(§ —v) = tanv. Vinkeln (7/2 — v)
komplementvinkeln till v.

kallas

Spegling av (zo,y0) 1 origo ger (z4,y4) = (—zo, —¥0)
med vinkeln (v + ).

far cos(v +7) = x4 = —x9 = —cosw och sin(v + ) =
—yo = —sinw, samt tan(v 4+ 7) = sin(v + )/ cos(v +
= (—sinv)/(—cosv) = sinv/cosv = tanwv och

cot(v + m) = cot v, dvs:

‘ (%0,%0)
v
K T
‘ (481791)
Yy
(x2,y2) === (z0,Y0)
7'[-_
\ ’
Yy
(x(]ayO)
/ /25N (s,05)
Yy
(-TO,Z/O)
+ 7
X

(24,y4)

tangens och cotangens ér periodiska funktioner med perioden .

(Jamfor med sinus och cosinus, som har perioden = 27)

Vi sammanfattar formlerna, (som alltsa géller for godtyckliga vinklar):
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sin(—v) = —sinwv tan(—v) = —tanv

cos(—v) = +cosv cot(—v) = —cotv

sin(m —v) = +sinv cos(m — v) = —cosv
sin(m/2 — v) = cosw tan(m/2 — v) = cot v
cos(m/2 —v) =sinwv cot(m/2 —v) = tanw
sin(v 4+ m) = —sinw tan(v + m) = +tanv
cos(v 4 m) = —cosv cot(v + ) = +cotv

ODbS: Dessa formler (liksom 6vriga inramade formler) bér man kunna utantill eller snabbt
kunna hdrleda!

o . O
Exempel: Bestdm sin 5

Lésning: Vinkeln 57 /6 = 150° = 180° —30° = m— /6 ligger i andra kvadranten. (Rita figur!).

Formeln sin(m — v) = sinwv ger sin(57/6) = sin(m — 7/6) = sin7/6 = sin30° = 1/2.

095. Bestim a) sin(—%) b) cos(—%) o) sin(—g) d) tan(—%) e) sin%”
2 11
f) cos g g) sin(%r) h) tan(%r) i) sin(%r) j) cot(%).

Z = COSv

112= sinwv
—27 - 7\/# 27 —m m 2m
21 + -1+

1 1

—27 ~r

2 = tanw
|
|
I
I
|
|
I
I
|
|
T
I
|
|
|
I
|
|
|
I
|
|
1

T

2.4 Ekvationerna cosv = a, sinv = b och tanv = k

| |
| |
! !
| |
| |
| |
! !
| |
| |
| |
! !
| |
7 T T
| |
! !
! !
| |
| |
! !
! !
| |
| |
! !
! !
| |

Om (z,y) dr en given punkt pa enhetscirkeln 22432 = 1, s& &r (enligt definition) cosv = = och
sinv = y. Omvént, om virdena fér cos v och sinv bada &r givna, sa dr punkten (z,y) entydigt
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bestdmd och vinkeln v bestimd med undantag av en multipel av 27, (dvs. med undantag
av ett antal hela varv). Om diremot endast cosv = a dr givet, sa kan vinkeln v ligga i
tva olika kvadranter, en i 6vre och en i undre halvplanet, ty cos(—vg) = cosvy. Analogt:
om endast sinv = b dr givet, sa kan v ligga antingen i hogra eller vénstra halvplanet, ty
sin(m — vg) = sinvg.

A) Ekvationen cosv = a, dir —1 < a <1, har

I {U0+n'27T ’
allmdnna losningen v = ,
—vo +n - 2m,
dir n godtyckligt heltal (n = 0+ 1,42,...) och vy &r en vinkel f o
som satisfierar ekvationen cos vy = a.
Losningarna kan erhallas genom skiirning av enhetscirkeln a2 + \
y? = 1 med riita linjen z = a.
Ovanstaende kan ocksa formuleras (med vy = u):
’cosv =cosu & v = :l:u—}—n~27r‘
B) Ekvationen sinv = b, dar —1 < b < 1, har y
. . { vo+n-2m
allmédnna losningen v =
™ —v9+n-2m,
dér n (godtyckligt) heltal och vy en vinkel, som satisfierar sin vy = o
b.
Losningarna kan fas genom skérning av enhetscirkeln
22 + y? = 1 med riita linjen y = b.
Vi kan ocksa formulera regeln:
’sinvzsinu@vzu—i—n-%r eller v=m—u+n- 27
C) Vi har definierat tanv = y/x och visat att tanv &r periodisk med Yy y=hz

perioden w. Alltsa géller att:

Ekvationen tanv = k, ddr —oo < k < oo har allmdnna

losningen v =wvg+mn-m, V0
déir n heltal och vg en vinkel, som satisfierar tanvg = k.
Losningarna kan fas genom skirning av enhetscirkeln z2 4+ y? = 1
med rata linjer y = kx.
Alternativ formulering: \tanv =tanu s v=u+n-m

Exempel: Los ekvationen sin(2v 4+ 1) = 0,5.

Lésning: Satt 2v + 1 = t och 16s forst ekvationen: sint = 0,5. En losning &r tg = 7/6 = 30°
varfor allménna l6sningen blir

‘o to+n-2n=w/6+n-2m
T —to+n-2r =57/6+n-2m.

Vi far sedan:
—1/247/124n 7

’U:(t—l)/2:—1/2+t/2:{ _1/2_1_57_(/12_1_”.71-'
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Exempel: L6s ekvationen cos3v + cosv = 0.

Vi kan skriva ekvationen: cos 3v = cos(v + 7), ty cos(v + 7) = — cosv. Men cos 3v = cos(v +
)= 3v==x(v+7)+n-27.

Fall 1: 3v = +(v+7) +n- 27 ger 2v = 7™+ n - 27w, dvs.
v=m/24n-m, dir n = (godtyckligt) heltal.

Fall 2: 3v = —(v+7) +n- 27 ger 4v = — +n - 27, dvs.
v=—n/44+n-7/2 = +7/44+m-7/2,ddir m = (n—1 =)
godtyckligt heltal.

Svar: v = /24 n-moch v = 7/4+n-7/2 dir n =

SPAN,

0,£1,£2,....
Anmirkning: Vi kunde ocksa (i exemplet ovan) anvént
formeln cos(m — v) = — cosv. (Genomfor rékningen!)

Exempel: Los ekvationen sinv + /3 - cosv = 0.
Lésning: Ekvationen kan skrivas tanv = —/3, ty tanv = sinv/ cosv.

Denna ekvation har en 16sning vy = —7/3 = —60°, ty tan(—7/3) = —tan(n/3) = —/3.
Allménna lésningen blir d& v = vg + nm = —7/3 + n - 7, diar n godtyckligt heltal. [Alternativ
formulering av svaret &r: v = 27/3 + m -7, (ddr m =n — 1)].

Anmirkning: Med ”att 16sa en (trigonometrisk) ekvation” menas, att soka alla (reella)
l6sningar, dvs. att soka allmdnna losningen till ekvationen.
096. Los ekvationerna a) cosv = 1/2  b)sin20=1/2 ¢) cosv =0

d)sinv=2 e)sinBv—1)=-1 f)sinv=—-1/v2 g)cosdv=—1/v2.

097. Los ekvationerna a) cos(m/2 —v) = cos2v  b) sin3v = sinv
¢) sin3v+sinv =0 d)cosdv+cosv=0 e)sinv+cosbv =0.
098. Los ekvationen a) tanv =1/v/3 b)tan2v=—1 c¢) sin3v = cos3v
d) sindv +cosdv =0 e) cotv=1/v3 f) cot(dv +1) =0.
099. Los ekvationerna a) tan2v = tan(v/2) b) tan(2v + 3) + tanv = 0.

0100. Los ekvationerna (Angiv nirmevirden i grader med en decimal och/eller i radi-
aner med tva decimaler) a)cosv =0,3 b) sin2v = —-0,3

c¢)2-tanv=1 d)4cosv=3sinv e)3sin3v+ 2cos3v =0.

42



2.5 Snedvinkliga trianglar. Sinus- och cosinusteoremen. Area-
satsen.

En vinkel mellan 0° och 90° kallas spetsig medan en vinkel mellan 90° och 180° kallas trubbig.
En (snedvinklig) triangel har antingen tre spetsiga vinklar eller en trubbig och tva spetsiga.

in A in B
Hojden h = b-sin A = a - sin B, dvs. A SH; , vilket dven giller for den trubbiga

a
triangeln, ty sin(180° — A) = sin A. Vi har dérmed hérlett:

. sinA sinB sinC
Sinusteoremet : = =
a b c

Anmirkning: Sinusteoremet giller naturligtvis dven for ritvinkliga trianglar. (Visa dettal)

Exempel: Solvera en triangel med a = 7,0, b = 5,5 och B = 40°.

7 7,0
Lésning: Sinusteoremet ger sin A = % -sin B = 5’5 -8in40° ~ 5’5 -0,643 =~ 0,818. Ekvationen
sin A ~ 0,818 har losningar A ~ 54,9° (spetsig V’inkel) och A, — 180° — A1 &~ 125,1° (trubbig

vinkel). [ty sin Ay = sin(180° — A1) = sin A4].

Fall 1: A; =~ 54,9° ger vinkeln C; = 180° — B — A; = 85,1°. Med sinusteoremet fas sidan
sinCyp sin85,1° 55 0,996 8.5
sinB 77 sind40° T 7Y 0,643 7 7

Clzb

Fall 2: Ay =~ 125,1° ger vinkeln Cy = 180° — B — As ~ 14,9°, och sidan cs = b-sin Cy/ sin B ~
5,5 -sin 14,9°/sin 40° ~ 5,5 - 0,257/0,643 ~ 2,2.

Svar: Ay =~ 54,9°, Cy ~ 85,1°, ¢1 = 8,5 eller
Ag = 125,1°, Co == 14,9°, ¢o = 2,2.

0101. Solvera en triangel (med beteckningar enligt figur ovan), dér a)a = 7,2, b= 4,5
och A=583° b)b=41,6, c=63,50ch B=285° ¢)a=156,c=11,6
och C =31,2° d)a=20,4,b=5,1och B=40,1°.

Vi skall nu hirleda cosinusteoremet for en triangel (med betecknignar enligt figur):
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Pythagoras’ sats (pa de tva deltrianglarna) ger b> = h% 4 p?
och a® = h? + (c — p)?, déir p = b - cos A. Hirav fas a® =
h? 4+ p? + ¢ — 2cp = b + 2 — 2¢p som ger

‘ Cosinusteoremet: a° = b> + ¢ — 2bc - COSA‘

(och analogt): b = ¢2 + a? — 2ca - cos B och ¢? = a? + b* — 2ab - cos C.

Anmiirking: Om t.ex. C = 90° fas ¢ = a? + b? dvs. Pythagoras’ sats.

0102. Visa att cosinusteoremet giller #ven da vinkeln A #r trubbig.
Ledning: cos(180° — A) = — cos A.
0103. Solvera en triangel med

a) a = 17,0 och b = 8,0 samt C = 39,5°

b) b=3,9 och ¢ = 8,1 samt A =117,1°

¢) a =572 och ¢ = 16,4 samt B = 22,7°.
For en triangels area T géller:

Areasatsen: T = b-c ';m A _@-c '2SIHB _ab -25111 C

dvs. arean ar halva produkten av tva sidors langder och sinus fér mellanliggande
vinkel. Vi har némligen 7' = c¢- h/2, ddr h = b-sin A, vilket ger T' = (cb-sin A)/2,
(och analogt for de 6vriga).

0104. Visa att formeln for T giller #ven for en trubbig vinkel A.

0105. Berikna arean av en triangel med a) a = 5,0 och b = 7,0 (1.enh.) samt C' = 60°

b) a =4,0 och ¢ = 6,0 samt B =40° ¢)b=c=3,0samt A=110°.

2.6 Additions- och subtraktionsformler for de trigonometriska
funktionerna

OBS: I allménhet &r sin(u+v) ¢j lika med sin u+sin v, (vanligt teknologfel att tro motsatsen!).
[T.ex. u = v = 30° ger sin(u + v) = sin 60° = /3/2 medan sinu +sinv = 2-sin30° = 2-0,5 =
1 # /3/2). Istillet giller foljande formler (som man bor kunna utantill):

sin(u + v) =sinu - cosv + cosu - sinv | sin(u —v) = sinw - cosv — cosu - sinv

cos(u 4+ v) =cosu - cosv —sinu -sinv | cos(u —v) = cosu - cosv + sinu - sinv

tanu + fanwv tfanu — tanwv
tan(u — v)

tan(u 4+ v) =

1 —tanwu-tanw ~ 1+tanwu-tanw
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A) Vi visar forst formeln for cos(u — v):
1 = Ccosu Tg = COSV
Antag . .

Y1 = sinwu y2 = sinw,

dir 22 +y? =1 och 23 + y3 = 1.

Cosinusteoremet ger d? = 12 +12 —2-1-1-cos(u — v). Med avstandsformeln fas ocksa
@ = (v —22)* + (11 — 12)* = af = 2mam2 + 25 + i — 212 + 93 = (27 +yf) + (25 +
y5) — 2(x1 - 2 + y1 - ya), dvs.
d?>=1+1-—2(cosu-cosv+sinu-sinv). En jimforelse av de tva uttrycken for d? ger
direkt formlen for cos(u — v).

Anmirkning: En nagot listigare metod dr att vrida triangeln (ovan), sa att ena hornet
hamnar i punkten (1,0) och anvinda avstandsformeln (dven pa den nya triangeln)
istdllet for cosinusteoremet. Formeln for cos(u — v) kan ocksa hérledas med hjilp av
skaldrprodukt (av vektorer).

Vi anvénder nu formlen for cos(u — v) for att bevisa de 6vriga formlerna:

B) cos(u + v) = cos[u — (—v)] = cosu - cos(—v) + sinu - sin(—v) =

= cosu - cosu — sinw - sinw, ty cos(—v) = cosv och sin(—v) = —sinv.
. 7T i
C) sin(u + v) = cos [5 — (u+v)] = cos [(5 —u) —v] =
™ . (T . . .
= cos (5 —u) - cosv + sin (5 —u) -sinv = sinu - cosv + cosu - sin v.

D) sin(u —v) = sinfu + (—v)] = sinwu - cos(—v) + cosu - sin(—v) =
=sinu-cosv + cosu - (—sinv) =sinw - cosv — cosu - sinv.

sin(u + v sinu - cosv + cosu - sinw
E) tan(u+v) = ( ) = - — =
cos(u+v) cosu-cosv—sinu-sinv
= [dividera téljare och ndmnare med cosu - cosv] =
tanwu + tanwv .
= , ty tanu = sinu/ cos u.
1—tanu-tanwv

t tan(— tanu — t
F) tan(u — ’U) — tan[u+ (71})] _ anu + an( U) . anu an v

= , ty tan(—v) =
1 —tanwu - tan(—v) 1+ tanu-tano’ (=v)
—tanwv.

Exempel: Berédkna sin 75° exakt.

Lésning: sin 75° = sin(45° 4+ 30°) = sin (% + %) = sin% - cos % + cos g . sin%

—\}5.\?+\}§.;—fjil—(ﬂ+1)\f2/4—(\/5+\/§)/4.

0106. Beriikna exakt a) cos75°  b) tan(57/12) c¢) sin15°  d) cos(m/12)

e) sin105°  f) cos(7m/12).

0107. Bestim tan(u + v), om a) tanu = 1/2 och tanv = 1/3 b) tanu = 4 och
tanv = —2/3.
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0108. Bestim cos(u+v), om a) cosu = 1/3, cosv = 1/4 (u och v i forsta kvadranten)

b) cosu = 0,8, cosv = 0,6 (u i fjdrde och v i férsta kvadranten)

¢) cosu = 1/5 och cosv =2/5.

2.7 Ytterligare trigometriska formler
A) Produktformler

1)

. . sin(u + v) = sinwu - cosv + cosu - sin v
Ledvis addition: {

sin(u —v) = sinwu - cosv — cosu - sin v

ger sin(u + v) + sin(u —v) = 2 - sinw - cosv

2) Ledvis addition respektive subtraktion:

{ cos(u —v) = cosu - cosv + sinw - sinv

cos(u +v) = cosu - cosv — sinu - sinv

ger cos(u — v) + cos(u 4+ v) = 2 - cosu - cos v,

respektive cos(u —v) — cos(u +v) =2 -sinu - sinv.

Vi har diarmed hérlett de viktiga formlerna for 6vergang fran en produkt (av sinus
och/eller cosinus) till en summa eller skillnad:

1
1) sinw - cosv = i[sin(u +v) + sin(u — v)]

1
2) cosu - cosv = §[cos(u + v) + cos(u — v)]

1
3) sinw - sinv = —i[cos(u +v) — cos(u — v)]

Anmirkning: Om man inte vill ldra sig dessa formler utantill, bér man snabbt (som
ovan) kunna hirleda dem utgaende fran additions- och subtraktionsformlerna!

.. 5
0109. Berdkna a) sin75°-cos15° b) cos 1—7; - COS % ¢) sin 75° - sin 15°
d) tan 75° - tan 15°.

B) Formler for dubbla vinkeln

. . cos 2u = cos?u — sin® u
sin2u = 2 -sinwu - cosu

2
cos2u = 2cos“u — 1
tan 2u = 12?“;“‘
—tan“ u

cos2u=1—2sin?u
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ty sin 2u = sin(u + u) = [enligt formeln for sin(u + v) med v = u] = sinw - cosu +sinu -
cosu =2 -sinu - cos u,

2 2

cos 2u = cos(u+u) = cos u-cos u—sin u-sin u = cos® u—sin® u, som med trigonometriska
ettan kan skrivas cos2u = cos?u — (1 — cos?u) = 2cos?u — 1 eller cos2u = cos?u —
sin?u =1—sin?u —sin?u = 1 — 2sin? u,

tanwu + tanu 2tanu
tan 2u = tan(u + u) =

1—tanu-tanu 1 —tanu’
0110. Hirled liknande formler for sin 3u, cos 3u och tan 3u.

[Ledning: Skriv 3u = u + 2ul].

Formler for halva vinkeln

Om man i formlerna cos2u = 1 — 2sin® u och cos 2u = 2cos? u — 1 sétter 2u = v, dvs.
u = v/2 far man

1 1
sin? g = 5(1 —cosv) och 0032% = 5(1 + cosv)

varav foljer: tan? g = (1 —cosv)/(1+ cosv).

Exempel: Berikna sin 15° = sin(7/12)

30°
Lisning: sinv &r positivt i forsta kvadranten, varfor sin 15° = sin 5 =

1 1 V3.1
(11— ) =¢/=(1-5)=2-1/2-3.
+ 2( cos 30°) 2( 2) 5 V3
Tilligg (till let ): Vi kan skri 1m ! \/4—2V3 =
wia WL exempliet ovan). 1 Kan SKriva — — = —- — = — .
9 P 2 2v2 2v2

1 1 1
-\/3+1—2\/§:m-\/(x/§)2+12—2\/§=m- (\/3—1)2:2\—6([3—1)

1 ..
varfor sin 15° = —— (\/3—1), vilket stimmer 6verens med tidigare resultat. (Ovningsexempel

2v2

0106¢).
O111. Beriikna a) sin(n/8) b) cos22,5° c) tan(r/8).

Formel f6r a-sinv +b - cosv

Om a och b &r givna tal, sa finns (enligt additionsformeln for sinus) konstanter ¢ och «,
déir ¢ > 0, sa att for alla v:

’a‘sinv—i-b-cosv:c-sin(v—i—a)‘om och endast om a = c-cosa,b=c-sina.

Vi har ndmligen att HL = csin(v + ) = c¢(sinvcosa + y
cosvsina) = ccosa-sinv+csina-cosv = asinv+bcosv = (a,b)
VL, om och endast om a = c¢-cosa och b =c-sina. / ’
Talparet (a,b) svarar alltsa mot en punkt (a,b) pa en cirkel -
kring origo med radien ¢ = v/a? + b%. Vinkeln « satisfierar K ¢ z
ekvationen tana = b/a med —7/2 < a < 7/2 om a > 0,

(och m/2 < o < 37/2 om a < 0).
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Exempel: L6s ekvationen 3sinv — 4 cosv = 2.

Lésning: 3sinv —4cosv = ¢ - sin(v + a) = ¢(sinvcosa + cosvsina) = ccosa - sinwv +
csina - cosv < 3 = ccosa och —4 = csina & ¢ = /32 + (—4)2 = 5 och tana =
—4/3, —m/2 < a < 0.

Vi har alltsa ekvationen 5sin(v + «) = 2, dvs. sin(v + @) = 0,4 med a ~ —53,1°. Sétt
vta=t.

En l6sning till ekvationen sint = 0,4 &ar ty ~ 23,6°, varfor allménna losningen ar ¢ =
23,6° + n - 360°, t =~ 180° — 23,6° + n - 360° = 156,4° + n - 360°. Men v =1t — a, dér
a =~ —5b3,1°, vilket ger:

Svar: v = 76,7° +n-360° ~ 1,34 +n - 2w, v~ 209,5°+
+n-360° ~ 3,66 + n - 27 (radianer).

0112. Los ekvationerna. (Angiv antingen exakta virden eller nirmevirden i gra-
der med en korrekt decimal och/eller i radianer med tva korrekta decimaler):

a)sinv+cosv=1 b)sinv—+3-cosv=1 ¢)4sinv+3cosv=>5
d) 2v/2cosv +2sinv =3  e) 2sinv — cosv = 2

f) 3sinv+2cosv+4=0 g)8cosv—6sinv =5.

2.8 Nagra trigonometriska ekvationer

Exempel: Los ekvationen 2 - cos? v — cosv = 3.
1
Lisning: sitt cosv = z. Da fas andragradsekvationen 222 — z = 3, dvs. 2% — 3 %75 = 0 med
rotter
1 1 3 1 5
Z1’2:Zi E+§:Ziz,dvs.21:3/20Ch22:—1.

z1 = 3/2 ger cosv = z; = 1,5, vilket dr orimligt, ty —1 < cosv < 1 for alla rella v.

z9 = —1 ger ekvationen cosv = —1 med allmén 16sning v = 7 +n-27 (alltsa sammanfallande
rotter).

Svar: v=m+n-27 = 180° + n - 360°.

Exempel: Los ekvationen sin® v + sin® v = 2.

Lisning: Eftersom sinv < 1 for alla v, sa dr vinster led VL < 15 4 13 = 2 med likhet endast
for sinv = 1. Men hoger led HL = 2. Alltsa maste gélla att sinv = 1, dvs. v =7/2+n - 27.

0113. Los ekvationerna a) 2-sinv =1 b) 5sinv — 6sin®v = 1,
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c) 8sin?v —2cosv =5, d)cos2v =cos’v e)tan2v = 3tanw,

f) cosv — 2sinv =sinv-tanv, g) 4sin®v + 8sin?2v =7.
0114. Los ekvationerna a) 2cos® v — 3cos?v — 3cosv +2 =0

b) 2sin®v +sin®v — 2sinv =1, ¢) 4cos®v — 8sin?v — cosv + 6 = 0.

0115. Los ekvationerna a) cosv + costv =2 b) sinv + sin®v = 3,

c) 3sinv +sinv=4 d) 3sin®v —sinv =4.

0116-119: (Reserv)
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Kapitel 3

Analytisk geometri

3.1 Avstandet mellan tva punkter

Avstandet mellan tva punkter (x1,y1) och (x2,ys2) i ett vanligt (ortonormerat) koordinatplan
kan berdknas med avstandsformeln:

d=+/(z2 —21)2 + (y2 — 11)2 i

Denna formel foljer av Pythagoras’ sats.

0120. Bestim avstandet mellan a) (—6,0) och origo  b) origo och (2,3) ¢) (2,2)
och (=3,2) d) (2,—2) och (—4,6) e) (—2,5) och (—4,8). (Rita figur!)

0121. Bestim en punkt pa y-axeln, som ligger lika langt fran punkterna a) (—3,2)
och (4,1) b) (—2,1) och (4,5) (Rita figur!)

0122. Tva av en liksidig triangels horn ligger i a) (=1, — 1) och (3,1) b) (2,3) och

(—1,0). Bestdm det tredje hornets ldge.

3.2 Rita linjen

A) Ekvationen for en rit linje parallell med y-axeln ar [x = a], dédr a &r en konstant. Spe-
ciellt &r x = 0 ekvationen for y-axeln.
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B)

Ekvationen for en rit linje parellell med z-axeln &r: , dér b ar en konstant. Ek-
vationen for z-axeln dr y = 0.

Y y==>

r=a €

Betrakta en rit line, som gar genom en given punkt
(x0,y0) och som ej dr parallell med y-axeln.

For punkter (z,y) pa linjen géller att kvoten

(y —y0)/(x — zg) &r konstant ldngs linjen och att kon-
stanten &r k = tanv. (Se figur).

X

[For tva olika punkter (z1,y1) och (x2,y2) fas likformiga trianglar]. Fér punkterna pa
linjen géller alltsa att skillnaden (y — yp) &r proportionell mot (z — z¢) med proportio-
nalitetskonstanten k = tanwv.

Vi far alltsa den s.k. enpunktsformeln for den réta linjen:

y—1yo=k-(x—x) dar k:tanv.‘

Konstanten k kallas riktningskoefficient (eller vinkelkoefficient) och vinkeln v kallas
riktningsvinkel.

Y Y
v >0
x v<0 x
Positiv lutning: k£ > 0 Negativ lutning: k£ < 0,
b Vs ™
0<v<§ —§<v<0(eller§<v<7r)

En rit linje dr alltsa entydigt bestdmd av en punkt (z9,yp) och en riktningskoefficient
k. Réta linjens ekvation kan skrivas y = kx + yg — kxg, dvs. |y = kx + m |. Konstanten

m(= yo—kx,) dr den s.k. "ordinatan i origo”, dvs. y-koordinaten for réita linjens skérning
med y-axeln, dvs. med x = 0.

Speciellt betyder en rdt linje genom origo.

Om en rit linje gar genom tva givna punkter (x1,y1) och (x9,ys2), ddr 1 # 2, sa kan
riktningskoefficienten beréiknas:

k:?JQ—?ﬂ(

= tanv)
Tro — T
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Hérav fas den s.k. tvapunktsformeln for rata linjen:

Y2 — 1
y—y1 =" (v —11).
X9 — X1

D) Sammanfattningsvis ar ’Ax +By+C = 0‘ allménna formen for réata linjens ekvation.

[Om A = 0, men B # 0 sa fas en linje, y = —C/B, parallell med z-axeln, om B =
0, A # 0 en linje, z = —C/A parallell med y-axeln och om A # 0, B # 0 en rit linje
som skér bada axlarna).

Tva linjer A1z + B1y + C1 = 0 och Asx + Boy + Co = 0 ar parallella om och endast om
riktningsvinklarna vy och vy &r lika, dvs. om riktningskoefficienterna k1 = —A; /By och ko =
—Ay/ By ér lika eller om B; = By = 0.

Exempel: Bestdm en ekvation for réita linje genom punktrna (2,4) och (—1,3).

- 3-4 -1
Lésning: Riktningskoefficienten k& = 22790 = — = —. Med enpunktsformeln
1 ro — I —1 —1% -3 3
fas linjens ekvation: y — 4 = §($ —2),dvs. y = % + 3 eller x — 3y + 10 = 0. [Alternativt:
y —3 = (x4 1), som naturligtvis ger samma ekvation].

3
Svar: x — 3y + 10 = 0.

OBS: Kontrollera alltid rédkningarna genom att visa att de givna punkterna satisfierar den
erhallna ekvationen!

Exempel: Stk skidrningspunkten mellan linjerna 3z + 4y — 6 = 0 och 2x +y — 5 = 0.

)

3z +4y =06 3r+4y=26 3z +4y =6
Losning: Vi har ekvationssystemet { Ty & { Ty & { T+

2 +y =5 8z + 4y = 20 5e =14,
som ger

x=14/5=28 och y = (6 — 3x)/4 = —0,6.

[Eller: Andra ekvationen ger y = 5—2x, som insatt i den foérsta ekvationen ger 3z+4(5—2z) =
6 0.s.v.].

Svar: Skdarningspunkten ér (2,8; —0,6). (Rita figur!)

0123. Bestim en ekvation for rita linjen genom
a) origo med riktningskoefficienten 2/3
b) (2,1) med riktningskoefficienten = —2/3  ¢) (—2,3) parallell med z-axeln
d) (—2,3) parallell med y-axeln. (Rita figur!)
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0124. Bestim en ekvation for réta linjen genom punkten (2,1) med riktningsvinkeln
a) 45° b) 60° ¢)90° d) 135° (dvs. —45°)
e) 150° (dvs. —30°) (Rita figur!)

0125. Bestim en ekvation for rita linjen genom punkterna (rita figur!): a) (1,1) och
(2,3)  b) (—2,3) och origo ¢) (—1,0) och origo

d) (=2,1) och (2/3,1/3) e) (4/3,~1/5) och (3/7,2/9)
f) (—2/7,—3/23) och (—2/7,8/69).

0126. S6k skirningspunkterna mellan linjerna (rita figur!)
a)2r+3y—6=0ochx+y—1=0 b)2zx+3y=0o0chz—-2y+2=0

¢)2x—3y—6=0o0ch4er—6y=36 d)3x+2y—4=0o0ch6br+4y=238

Yy
0127. Visa att ekvationen for rita linjen genom punkterna (a,0)

och (0,b) &r E—i—%zl,omaochb;réO.
a

X

C‘l\

0128. Bestim en ekvation for linjen genom punkterna a) (2,0) och (0,—4) b) (0,3)

och (1,0) ¢) (0,1) och (0,0). (rita figurer!)

Om tva rita linjer (med riktningskoefficienterna ki och ko # 0 ) skir varandra
vinkelrdtt sa giller att:
ki ke =—1

dvs. k; = —1/ky och ko = —1/ky, da k1 och kg # 0. Om riktningsvinklarna #r v respektive
v+ 90°, sa fas namligen att ko = tan(v + 90°) = —tan[180° — (v + 90°)] = — tan(90° — v) =
—cotv=—1/tanv = —1/k;.

En rit linje, som skér en annan given rét linje vinkelrétt, kallas normal till den givna linjen.
Normalens riktningskoefficient &r alltsa —1/k, om den givna linjens riktningskoefficient &r k.

OBS: Raéta linje ax + by = ¢; har normalen bz — ay = c3.

Exempel: Bestdm en ekvation for linjen, som gar genom (2, — 1) och &dr normal till 3z + 2y +
2 =0 [OBS: Punkten (2, — 1) ligger utanfoér den givna linjen]|.

Lésning: Den givna linjen, vars ekvation kan skrivas y = —3x/2 — 1, har riktningskoefficienten
k1 = —3/2. Normalen riktningskoefficient ar darfor ko = —1/k1 = 2/3 och normalens ekvation:

2
y+1:§(x—2),dvs. 20 -3y —7=0.
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0129. Bestim en ekvation for normalen till linjen a) 2z+5y = Oiorigo b) 3y—z =4

i punkten (—1,1) c¢) 5z + 9y = 0 fran punkten (2,3) d) =z = 4y + 1 fran
origo.
(Rita figurer!)

Ekvationen (av andra graden): (Aijx + By + C1)(A2x + Bay + C2) = 0 betyder
geometriskt tva rita linjer:

Aix+Biy+Cy =0 och Asx+ Byy+ Cs =0.

Exempel: Ekvationen 22 = 4y? kan skrivas 4y — 22 = (2y — z)(2y + ) = 0 och betyder
alltsa tva (skirande) rita linjer y = /2 och y = —z/2. [Eller (enklare uttryckt): 2% = 4y? <
xr = £2y].

Exempel: Bestim den geometriska betydelsen av y? — zy — 622 — 3z 4+ y = 0.

Lésning: Andra grads ekvationen (for y) kan skrivas y? — (z — 1)y — (622 4 3z) = 0 och har
16sningen

-1 —1)2 -1 1
y:x :l:\/(x ) Y6224 30 =2 :l:§\/251‘2—|—10$—|—1:

4 2
-1 1
= [jadmn kvadrat under rottecknet!] = :UT + 5(5:1: +1).

. -1 5 1 -1 5 1 . )
Alltsa ar y = v 5 + x2—i— = 3x eller y = v 5 x2—i— = —2zx — 1 vilket betyder tva

rdta linjer.

0130. Bestim den geometriska betydelsen av a)zy=0 b)x?+4zy+3z=0
c)a?—y?’=0 d)2>—y*+2+y=0 e)axy—ax+2y—2=0.

0131. Bestim den geometriska betydelsen av a)y? +ay —622=0
b) 22 +3xy+ 22 =2y+2 c)yP—ay—2y—222+2+1=0

d) 222 — 3y? + 2y = 3z + Ty + 2.

3.3 Cirkeln

En cirkel bestar av punkter, som ligger pa samma avstand (radien) fran en given punkt
(medelpunkten).
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Ekvationen for en cirkel med radien (7,y)
R och medelpunkten (xo,yo) &r
(2 —20)* + (y —yo)* = R*.

vilket foljer av avstandsformeln.

R

e
VA

medelpunkten i origo.

Yy
Speciellt: z* + y? = R? &r ekvatio- /
nen for en cirkel med radien R och il \

Exempel: Angiv den geometriska betydelsen av ekvationen
2 +2x+y>—3y=3
Lésning: Ekvationen kan (genom kvadratkomplettering) skrivas

x2—|—2x+1—|—y2—2.g.y+(g)2:3+1+(g)2, dvs. (z+1)2+(y—%)2: (2)2, vilket

5
betyder en cirkel med medelpunkt (—1, 2) och radie 3 (Rita figur!)

0132. Giv en ekvation for cirkeln med foljande medelpunkt och radie:

a) origo; R=9 b) (2,-3);R=7 d) (-6,0); R = 2,5 (Rita figur!)

0133. Giv en ekvation for en cirkel, som har medelpunkten (—1,3) och gar genom

a) origo b) (1,1) ¢) (7,0) (rita figur!)

0134. Angiv den geometriska betydelsen av ekvationen a) 22 +y> —3 =0
b)a?+9y2 —4dy=5 ¢) 202 +2y°> —4rx+3y=0 d) 2>+’ +4x—y+4=0

e) 3622 + 36y% — 36 + 48y = 39.

0135. Sok skirningspunkterna mellan cirkeln 2% + 4z 4+ y% — 2y = 8 och riita linjen

a)br—y—2=0 Db)2r—-3y—6=0 ¢)dr—y—6=0 (Rita figur!)

Vi vet att en cirkels ekvation &r bestdmd, om vi kdnner de tre storheterna xg, yg och R. Detta
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betyder att tre av varandra oberoende villkor helt bestammer en cirkel. T.ex. genom tre givna
punkter, som ej ligger i rét linje, gar en och endast en cirkel.

0136. Giv en ekvation for en cirkel, som gar genom  a) (1,—3),(—3,1) och (=5, —1),

b) (6,7),(—3,4) och (=18, —1) ¢) (1,6) och (=3, — 2) och har medelpunkt pa

y-axeln.

3.4 Ellipsen

En ellips dr en kurva som bestar av alla punkter, vilkas avstand till tva givna, fixa
punkter (brénnpunkterna) har en given konstant summa.

Om brannpunkterna ar givna, kan man alltid inféra ett zy-koordinatsystem, sa att de givna
punkterna ligger pa z-axeln, symmetriskt kring origo. Antag alltsa att brénnpunkterna &r
(¢,0) och (—¢,0). (Se figur.)

Antag vidare att den givna avstandssumman &r 2a. Da géller
alltsa for en punkt (x,y) pa ellipsen, att /(x — ¢)? + y2 + (z,y)
V(z+ )2+ y? = 2a.

Denna ekvation kan omformas (genom éverflyttning och kva-
drering):

(—¢,0) (c,0) r

(r—c)?+y*=2a—/(z+c)?+y’ = (x—c) +y* =
=(2a)?+(x+c)2+y>—2-2a-\/(r+c)2+y2 dvs. 2% —2cx + 2 +y? =
=4a? + 2?2 +2cx + 2 +y? —dar/(x + )2 + 92, som ger a - /(v +¢)2 +y% =
= a? + xc. Ytterligare kvadrering ger a® - (22 + 2xc + ¢ + y?) = a* + 2a’zc + 22c?, varav fas
(a? — )z? + a®y? = (a® — 2)a®.

Hér &r a > ¢, ty summan (2a) av tva sidor i en triangel dr storre dn den tredje sidan (2c).
Sitt a? — ¢ = b2, (vilket #r mojligt, ty a® —c? > 0). Vi far da ekvationen b%x? + a?y? = a?b%.
Alltsa:

2 2

Yy
T Yy
—a
—C

a

e
7

dr ekvationen for en ellips med me-
delpunkten ¢ origo och med axlarna
utmed koordinatazlarna.

Ellipsen &ar symmetrisk kring bada koordinat-axlarna. Den skir x-axeln, dvs. y = 0, i punk-
terna x = +a och y-axeln, dvs. x = 0, i punkterna y = +b. (Se figur).

Anmirkning: a och b kallas ellipsens halvazlar. Enkel koordinattransformation ger att
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(z —20)* | (y—w0)*
a? b2
med axlarna parallella med koordinataxlarna.

= 1 dr ekvationen for en ellips med medlelpunkt i (zg, y9) och

Om a = b = R fas cirkelns ekvation: (x —x0)?+ (y —yo)? = R%. Cirkeln &r alltsa ett specialfall
av ellipsen.

Exempel: Angiv den geometriska betydelsen av ekvaiotnen

42% + 32 + 3y% = 0.

Lésning: Ekvationen kan (genom kvadratkomplettering) skrivas:

3 9 9 3 9 3 9 3
4(x2+2'§-x+6—4)+3y2 = 4'6—47 dvs. 4(x+§)2+3y2 =1 eller slutligen (x+§)2/6f4+y2/ﬁ =
1. Jamfor med ellipsens ekvation: (z — z0)?/a® + (y — y0)?/b* = 1. Vi har alltsa en ellips med

/9 3 /3 V3
_3 — /= =2 — ]2 =2
medelpunkten (—g,0) och med halvazlarna a 61- 8 och b 16 1

0137. Angiv medelpunkt och halvaxlar for foljande ellipser:
a)d2? +y? =16 b) 322 +8y2 =6 c)a®—-20+4y*+8y+1=0

d) 322 +4y> =122 e) 222+ 22 +1=62—-2y 2>+ +Tyl+y=1

(Rita figur!)

Ellips som projektion av cirkel

Om b < a, s kan man kring ellipsen 22/a? + y?/b* = 1 i xy-planet omskriva en cirkel
2?2 4+ 9% = a?, (se vinstra figuren nedan).

i) €T

2

b
Ekvationerna for ellipsen och den omskrivna cirkeln kan skrivas y = —1+/a? — 22 respektive
a

y = £va? — 22, Det betyder att for varje givet x-virde, z = xp, (med —a < 29 < a), &r
kvoten mellan ellipsens (positiva) y-koordinat och omskrivna cirkelns (positiva) ykoordinat
lika med b/a, dvs. oberoende av xg. Da b < a kan man sétta b/a = cosv fér nagon vinkel v
mellan 0° och 90°. Kvoten mellan ellipsen och omskrivna cirkelns y-koordinater &r alltsa lika
med cos v, vilket betyder att (se hogra figuren ovan):
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Varje ellips 2%/a? 4+ y?/b?> = 1 med b < a kan uppfattas som projektionen av en
cirkel pa ett plan, som skir cirkelplanet lings en diameter under en vinkel v, som
bestdmmes av att cosv = b/a.

[For b = a blir v = 0 och ellipsen blir en cirkel].

Anmirkning: Om b > a fas analogt en projektion, dér cosv = a/b. Genom att uppfatta
ellipsen som projektionen av en cirkel far man ocksa att

ellipsens area =m-ab

2 2

Den omskrivna cirkelns area &r ju w - a*, varfor den projicerade arean blir ma“ - cosv =

ma® - b/a = Tab.

0138. Under vilken vinkel skall en cirkel projiceras for att foljande ellipser skall erhallas:
a)x?+4y> =8 b)3x24+4y2=6 )42+ 82 =7 d)8x2+ 4y ="7?

0139. Beriikna arean for respektive ellips 1 Q138.

3.5 Hyperbeln

En hyperbel &r en kurva, som bestar av alla punkter, vilkas avstand till tva givna
punkter (brénnpunkterna) har en given konstant skillnad.

[En hyperbel har tva grenar: en gren, dér avstandet till den ena brannpunkten dr det storre
avstandet och en gren, dir avstandet till den andra brénnpunkten &r storst].

Antag, att brannpunkterna ligger i (¢,0) och (—¢,0) och att Y

avstandsskillnaden fran en punkt (z,y) pa hyperbeln ar 2a. (2.y)
Alltsé dr /(z +¢)2 +y2 — /(z — )2 + 32 = £2a, dir de
olika tecknen giller for de olika grenarna. Overflyttning,
kvadrering, ytterligare 6verflyttning och kvadrering ger (pa |
samma sitt som for ellipsen): (=¢,0) (c,0) v

(2 — a®)x? — a®y? = a®(c* — a®). [Genomfor rikningarnal].

Hér dr ¢ > a, ty en sida (2c) i en triangel &r alltid stérre &n skillnaden (2a) mellan de tva
ovriga sidorna. [Om en triangels sidor &r s, ¢ och u sa dr s +t > wu, dvs. s > u — t]. Sitt nu
c? —a? = b%. DA fas att:
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Ekvationen for en hyperbel
med medelpunkt i origo och med

brinnpunkterna pa x-azxeln ar

2 2
.
a b2

Hyperbeln &r symmetrisk m.a.p. bada koordinataxlarna. Den skir z-axeln, dvs. y = 0, i
punkterna x = 4+a, men ej y-axeln.

Anmirkning: Ekvationen 22 /a? — y?/b% = —1, dvs. y?/b?> — 22/a® = 1, betyder en hyperbel
med brannpunkterna pd y-azeln. Den kallas konjugathyperbeln till 22/a? — y?/b% = +1.

En enkel koordinattransformation ger att:

RY: 2
(2 f 0) — y beO) = 1 betyder geometriskt en hyperbel med medelpunkt i (g, yo)

och med axeln genom brannpunkten parallell med z-axeln.

0140. Angiv medelpunkt, brannpunktsaxel (samt parametrar a och b) for f5ljande hy-
perblar:

a)z?—y>=4 b)2y?—322=6

c) w? +4r =2y?> —4y+2 d) y? — y = 322 (Rita figur!)

Definition: En rit linje, till vilken en rorlig punkt pa en kurva obegrinsat ndrmar sig, da
punkten allt mer avligsnar sig fran origo, kallas asymptot till kurvan.

b b
Hyperbeln 22 /a? — 3?/b?> = 1 har asymptoterna y = — -2 och y = —— - z.
a a

b
Hyperbelns ekvation kan ndmligen skrivas y = +—+/22 — a2. Hirav foljer for (t.ex.) z > 0 och

a
y > 0, att skillnaden mellan kurvans och réta linjens (positiva) y-koordinater, dvs. differensen

b b b
2V %2 —a?— ST = a(\/ x? — a? — ) = [forling med konjugatuttrycket] =
- b (:L’2 _ CL2) _ .T2 - é 2

—a
Ta VaZ—d2+z a Vil-al+a

nérmar sig obegrinsat linjen y = —x, da * — 4o00.
a

b
— 0 da x — +oo. Alltsa kurvan y = —v/ 22 — a2
a

[Analogt i de tre dvriga kvadranterna. Jamfor figuren ovan|. Resultatet ovan kan formuleras:

Hyperbeln 22 /a? — 3?/b?> = 1 har asymptoterna z2/a® — y?/b*> = 0

ty den sista ekvationen ger z%/a? = y?/b%, dvs. y = +bzx/a.
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0141. Bestim asymptoterna till a) 22 —y?> =2 b) 322 — 4% = 12

c) 3z% — 6y? = 1. (Rita figur!)

0142. Angiv ekvationerna for asymptoterna till a) (z — z0)?/a® — (y — yo)?/b? = 1
b) 22/a? —y?/b? = -1  ¢) (z —20)%/a® — (y — v0)?/b> = —1.

Exempel: Ekvationen fér hyperbeln 22 — y? = 2 kan skrivas (z — y)(z +y) = 2 eller

l‘\;ﬁy : x\—/gy = 1. Om man sitter u = (z — y)/v2 och v = (x + y)/V/2, [dvs. gor en

koordinattransformation, som betyder en vridning av systemet 45°], sa blir hyperbelns ekva-
tion u - v = 1.

Omuwint betyder ekvaitonen x -y =1, dvs. y = 1/z, en hy-
perbel med brannpunkterna pa réita linjen y = x.
Hyperbeln zy = 1 har z- och y-axlarna till asymptoter.
Allménnare géller:

Ekvationen = -y = K, didr K &r en konstant # 0, betyder geometriskt en hyperbel
med medelpunkt i origo och med z- och y-axlarna som asymptoter.

Om K > 0 ligger hyperbeln i férsta och tredje kvadranten och om K < 0 sa ligger den i andra
och fjarde kvadranten.

3.6 Parabeln

En parabel ar en kurva, som bestar av alla punkter, som ligger lika langt fran en
given punkt (brannpunkten) som fran en given rit linje (styrlinjen).

Antag, att brannpunkten ligger pa y-axeln i punkten (0,b) (0 bij (x,y)
och att styrlinjen har ekvationen y = —b. ’
Da giller for punkter (x,y) pa parabeln, att

x
Va2 + (y —b)2 = y+b, dvs. 22 +y% —2by+b? = y> +2by+b%. T 4}1 -

Hirav fas 22 = 4by, dvs. y = k - 22 med k = 1/4b. For k > 0 ligger parabeln ovanfor z-axeln
och har origo som vindpunkt (vertex). For k < 0 ligger parabeln under z-axeln. Parabeln
har i bada fallen y-axeln som symmetriazel.

_ 7.2
Ekvationen for en parabel med vertex i origo och azeln y= ke

utmed y-axeln ir y = k - z°.
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Allménnare ér|y — yo = k - (z — 20)? | ekvationen for en parabel med vertex i punkten (o, yo)

och axeln parallell med y-axeln.

Om parabeln istéllet har symmetriazeln parallell med z-azeln, (och alltsa styrlinjen parallell

med y-axeln), sa fas parabelns ekvation pa formen | (y — y0)? = ¢ - (z — z) |

Yy
Om ¢ > 0 sa har parabeln 6ppning at hoger, dvs x > zg,

och om ¢ < 0 sa har den 6ppning at vanster, x < zg. YT =cx

Speciellt ér|y? = ¢ - = | ekvationen for en parabel med vertex
i origo och symmetriazeln utmed z-azeln.

/

Sammanfattning: 1) y = Az? + Bz + C betyder en parabel med axeln parallell med y-axeln,
2) z = Ay? + By + C betyder en parabel med axeln parallell med z-axeln, (om A # 0).

Exempel: Angiv den geometriska betydelsen av ekvationen y? + 4y + 7z = 1.

Lésning: Ekvationen kan (med kvadratkomplettering) skrivas y? + 4y +4 = 1+ 4 — 7z, dvs.
(y+2)?=(-7) (z - %) Vi far alltsa en parabel med vertex i (?, —2) och axeln parallell
med z-axeln (6ppning at vénster, dvs. x < 5/7).

0143. Angiv vertex och symmetriaxel till fsljande parabler:

a) 22 +9y =0 b))y +92=0 c)2’+4r=4y d)92*°+9y+1=6x
e) 3y% + 2x = y + 1 (Rita figur!)
3.7 Andragradskurvor

Vi har sett att ekvationerna for ellips, hyperbel och parabel med axlar parallella med koordi-
nataxlarna alltid kan skrivas pa formen:

A-22+B-y>’+C-2+D-y+E=0

(Om kurvornas axlar ej dr parallella med koordinataxlarna, sa erhalles dven xy-termer).

Omuwdnt kan den geometriska betydelsen av en given ekvation pa formen ovan bestdmmas
genom kvadratkomplettering. Man kan skilja pa féljande fall:

1) Om A och B har samma tecken, dvs. om A - B > 0, sa fas en ellips, cirkel, punkt eller
ingenting.

2) Om A och B har olika tecken, dvs. om A - B < 0, sa fas en hyperbel eller tva skiirande
rata linjer.

3) Om A =0, B#0eller A+# 0, B=0 fas en parabel, tva parallella linjer eller ingenting.
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4) Om A = B =0 sa fas en rit linje eller ingenting.

Anmirkning: Med ”ingenting” menas att ekvationen saknar geometrisk betydelse, dvs. att
det ej finns nagra punkter i xy-planet, som satisfierar ekvationen. [Detta intriffar om an-
dragradsekvationen, med y som funktion av x eller tvirtom, har imaginéra rétter. Exempelvis
saknar ekvationen x? 4 y2 + 1 = 0 geometrisk betydelse].

Exempel: Angiv den geometriska betydelsen av 22 + 3y?> — 2z + 3y +2 = 0.

Losning: Med kvadratkomplettering erhalles

1 1 3
2 =20+ 1432 +2 - y+)+2=1+",
2 4 4
dvs. (z — 1) + 3(y + %)2 = —1 Hir & vinster led VL > 0 medan héger led HL < 0.

Ekvationen saknar alltsa geometrisk betydelse.

0144. Angiv den geometriska betydelsen av a) 422 + 162 — 9y + 18y = 29
b) 22 +6x —4y>+9=0 c¢)2?—4r—-3y—11=0
d) 22 +4y? - 22+ 16y +13=0 ) 222 +32+2y> —y+1=0
f)a? =2y —4dy+6=0 g)12y° +162+12y+7=0 h) 22> —Tz+6=0

)a?+32+3y* —3y+4=0 j)TyP+y+18=0 k) 75z? +2y? +20y =0

1) 4522 + 18y 4+ 30z + 12y + 7 = 0.

63



3.8 Omraden i xy-planet definierade med olikheter

Exempel: a) z —y < 1, dvs. y > = — 1 betyder halvplanet ovanfér rita linjen y = = — 1.
[Linjen ingar ej p.g.a. den strénga olikheten]. b) z* + y* < 3 betyder punktméngden pd och
innanfor cirkeln med radien v/3 och medelpunkten i origo. [Randen ingéar p.g.a. olikheten:
"<"]. ¢) 422 4+ y? > 4 betyder omradet (stringt) utanfor ellipsen 22 + y2/4 = 1.

0145. Angiv, genom att rita figur, de omraden i zy-planet som satisfierar olikheterna:
a)r+y<2 Db)3y—2r>4 c)y+2>0
d)y+22020-1<0 ¢ fz—yl<1 §la|+lyl<3 g a’+y*>1

h) 2?2 +y? <4 )22 +y?+22<1 jaz2+y?>>32—-2y

k) 422 + 992 <36 1) 222 —y2 < 1.

0146-149 (Reserv).
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Kapitel 4

Funktionslara

4.1 Inledning

En reell funktion, som kan betecknas y = f(x), &r en regel, med vilken varje (reellt) z-virde,
som tillhér en definitionsméngd Dy, tillordnas ett entydigt bestdmt reellt y-véirde. Méngden
av y-virden kallas virdeméngden Vy. En funktion y = f(z) kan askadliggoras med en kurva
i ett xy-koordinatplan.

Exempel: y = f(z) = 22 har som (naturlig) definitionsméngd alla z, —0o < 2 < 0o, och
som vardeméangd alla icke-negativa y, 0 < y < oo.

Om f(x) =22 sd ér f(2) =22 =4, f(—1) = (=1)? = 1 samt f(t) = 2,
f(2t) = (2t)? = 4¢2, f(32) = (32)? =922, f(x +1) = (x + 1)2 =22 + 22 + 1 och f(sinz) =
(sinz)? = sin? z. Vidare ar f(—z) = (—2)? = 22 = f(z) och f(f(z)) = f(2?) = (2?)? = 2*.

0150. Antag att y = f(x) =sinz. a) Angiv definitionsméngd och virdemingd.

Bestaim b) f(0) ¢) f(—=) 4d) f(2) e) f(2t) f) f(—=)

g) f(2z+3) h) flcosz) i) f(f(f()))-
O151. Antag y = f(z) =22 — 4z + 1. a) Angiv D; och V}. Bestim

b) f(1) o) f(=7) d) f(2a) e) f(-z) ) f(2?) g) f(1—2) h)f(e")
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4.2 Derivatans definition

Med en tangent till en kurva in en punkt P menas en grdinslinje till vilken en sekant
(dvs. rét linje) genom P och en annan punkt ) pa kurvan obegrinsat nirmar sig,
da @ lings kurvan obegrinsat ndrmar sig P.

Y sekant Y

(z+ Az,y + Ay)

tangent

T T

Antag, att punkten P har koordinaterna (z,y), dir y = f(x), och att (den rorliga) punkten
@ har koordinaterna (z + Az,y + Ay), dir y + Ay = f(z + Az). Da har sekanten (dvs. rita
linjen) genom P och @ riktningskoefficienten:

Ay [etAn @
sekant — Az - Ax

(ty Ksekant = tan vgex, dir vgey dr sekantens riktningsvinkel).

Riktningskoefficienten for tangenten genom (z,y) far man genom at lata Az (och ddrmed
ocksa Ay) obegrinsat ga mot noll:

o DY fletAr) —f(2)
Fangent = 0 Bs ~ a0 As 1)

Detta grénsvirde kallas for derivatan av y = f(x) i punkten (z,y). Vanliga beteckningar for
derivatan ar 3/, %, f'(z) och Df(x).

) dx?

Anmirkning: Av definitionen foljer, att derivatan f’(x) existerar i en punkt om och endast
om kurvan y = f(z) har en tangent i punkten.

OBS: Derivatans viirde f’(x) varierar i allménhet med x, ty tangenterna i olika punkter (x,y)
pa en kurva har (i allménhet) olika riktningskoefficienter, (dvs. olika lutning).

Exempel: y = f(x) = C, diir C ir en konstant, har derivatan 3 = f/(z) = 0 for alla z.

[y = C &r en rit linje parallell med z-axeln med riktningskoefficienten 0].

A
Exempel: a) y = f(x) = 22 har derivatan f'(z) = 2z, ty differenskvoten A—y =
JZIJW) =L JA) = 42 T

_ 2 _ .2 2 . 2 _ 2
:f(x+Aﬂs) f(x):($+A$) r :$+2$ Az + (Az)” — = =2x 4+ Az — 2z da
Az Az Az
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Ay _ _ .3 . ' _ 9.2 Ay
Az — 0, dvs. Ahm N 2x.  b) y = f(x) = z° har derivatan f'(z) = 3z=, ty N

= = (enligt formen for a® — b%) = [(z + Az) — 2] - [(z + Az)* +

x
+ (z + Az)x + 22 /Az = (. + Az)? + (2 + Az)z 4+ 2° — 2° + 22 + 22 = 322, da Az — 0,
dvs. lim % = 322
Az—0 Az
Exempel: Beriikna f/(1) och f'(—2), d& f(z) = 23.

Losning: Enligt foregaende exempel #r y' = f/(z) = 322 i en godtycklig punkt (z,y) pa kurvan
y=a3 1 =1ger f/(1)=3-12=3 och 9 = —2 ger f/(-2)=3-(-2)2=3-4=12.

O152. Beréikna, om f(z) =2? a) f'(0) b) f/(3) <) f'(-7)
0153. Hirled f/(z), om f(x) = kx 4+ m, dér k och m #r konstanter.
Anmirkning: Derivator av hégre ordning definieras successivt: f”(z) = (f'(x)),

" iy dqus, B _ d dfy A d
(@) = (f"(@) dvs. 5 = = (0), g = () osv

4.3 Enkla deriveringsregler. De elementira funktionernas de-
rivator.

Av derivatans definition erhalles foljande rikneregler (fér summa, skillnad, produkt och
kvot av funktioner):

1) y=utv—w = ¢y =u+v—-u
2) y=c-u = 3y =c-u/, da c=konstant,
3) y=u-v = y=d - v+u-o
u uv—u-v
4) y=— = y’:72
v v

Anmérkning: Formeln for derivatan av en produkt kan generaliseras till:

/ !/ / /
(w-v-w)=v-v-wtu-v - wtu-v-w

For de elementdra funktionerna kan man hérleda féljande derivator:

y=Ff) |y =f(2) y=f(z) y =f(x)
konstant 0 sinz cos T
x? a-xo ! cos T —sinx
b* b* -Inbd tan x 1/cos’z =1+tan’x
e’ e’ cot —1/sin?x = —(1 4 cot? x)
Inz 1/x
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Exempel: a) y = \/z = 2'/? ger [enligt formeln for 2 med a = 1/2]

1 1
y = 5 g/ = 3 212 = m [Bra att kunna utantill!].
1
b)y=—-= ! ger vy = (—1) Ll 2 o _1712
x =
Qy= k=2 "gery = (-n)e "l =
sin . '
Exempel: y = tanz = ger [enligt formeln for derivatan av en kvot y = u/v med
cosx

. , u-v—u-v  cosz-coszr—sinz- (—sinz)
u=sinz och v =cosz]:y' = 5 = 5 =
v (cosx)

cos? z + sin’ x

:—2:1+tan2x: 5
cos“ x cos“ x

[Detta dr en hérledning av derivatan av y = tan z].

Exempel: a) y =e” - Inz ger [med u = €® och v = Inz].
y=u -v+tu-v=e"lnz+e’ 1=e(zlnz+1)/z
2 1
b)y:%ger [dd y = u/v dir u = 22 + 1 och v = z* + 3],
x
, wv—u-v 2 (z+3)— 2z +1)-42® 6 —42® — 6zt
v= v? - (z* 4 3)2 (2% +3)2

Exempel: y = 2° har ¢/ = 52* men u = 5% har v/ = 5% - In 5.

OBS: Forvixla ej potensfunktionen % med exponentialfunktionen a®!!

Exempel: Beriikna f/(3) om f(z) = In(52?).

Lésning: Vi kan (om vi vill) férst omforma uttrycket for f(z) med hjilp av logaritmlagarna.
1

Vi har f(x) = In(52%) = In5+Inx? = In5 + 2Inx, varfor f'(x) =0+2- - =2/z. Fér z =3
2L

far vi f'(3) = 2/3.

OBS: Med f'(3) menas virdet av f'(x) for x = 3. Man maste alltsa forst berikna allménna

uttrycket for f/(x) och sedan siitta in det speciella z-viirdet. Gjorde man tvirtom, sa skulle ju

derivatan bli noll (for alla z-véirden och alla funktioner!), eftersom derivatan av en konstant
ar noll. (Alltfor vanligt teknologfel!)

0154. Derivera a) 52° —6x+7 D) x%% ) 2¢* — 3cosx
d) z-sinz  e) 223 -cosz f) e’ v9r g)1/cosz h)1/(2?+5nz),
i) 1/(1+tana) j) a/sinz k) 2z+1)/(z+2) 1) (2®+3)/(a®+1)
m) e”/In(2?) 1) (z+1)/vz o) (322 —2z+1)/(z3+22+1) p)a? 27

q) 3%/2* 1)at e -sinz  s) vz (lnz)/(z®+1).

68



0155. Bestam f”(x) on f(z) ar a) 23+ 1/23 b) e®-cosz
¢) Vz-lnz d) (sinz)/z.

O156. Beriikna a) f/(1/4) om f(z) =tanz b) f'(1) om f(z) = €” - Inx
c) f'(=2) om f(z) = (x+3)/(z° +2) d) f'(4) om f(z) =2"-In\/z
e) f(2) om f(z) = vz +Inz.

4.4 Sammansatta funktioner. Kedjeregeln.

Exempel: Funktionen f(x) = v2? + 2 — 8 kan betraktas som en sammansdittning f(z) =
h(g(x)) av funktionerna g(x) = 2?4z —8 och h(z) = \/z, (som ocksa kan skrivas h(z) = /).
[Om man t.ex. skall berikna f(3), da f(z) = Va2 + x — 8, sa beriiknar man ju forst viirdet av
2?4+ 1—8=g(x) for x = 3, dvs. g(3) = 9+3 —8 = 4 och far sedan f(3) = 1/g(3) = V4 =2].

Vi illustrerar sammanséttningen med figuren:

0157. Bestim h(g(z)) om a) g(x) = 2z — 1, h(z) = cosz
b) g(x) =222 +2—1, h(z) =Inz c) g(z) =32>+ 1, h(z) = é
d) g(x)=23+1, h(z) =z e) g(x)=Inz, h(z) =€

0158. Bestim g(h(x)) med g(z) och h(z) givna i O157. [OBS: I allméinhet #r g(h(x))
ej lika med h(g(z))].

For derivatan av en sammansatt funktion géiller kedjeregeln:

Om y = h(z), dir z = g(z), dvs. y = h(g(z)), sa ar

dy_dy &z
dr _ dz dz’ OO

d
Anmirkning: d—z = ¢'(z) kallas inre derivatan av h(g(z)).
x

OBS: Kedjeregeln ér nog den ”viktigaste rikneregeln” for en teknolog! Den anvinds standigt
i integral- och differentialkalkyl!
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Exempel: Beriikna derivatan av y = V22 +x — 8.

d
Lésning: Vi kan skriva y = \/z med z = 22 + x — 8 och anviinda kedjeregeln: ;ly = % . d—z
x z dz
d d 1 1 d d
Vi har & = (V%) och &2 = — (22 + 2 — 8) = 2z + 1. Alltsa &r

dz  dz :2\/522\/3324_1»_8 de dx
1

dy dy dz 2+ 1 d, /——"—

/:—:——:—2],'—}—1 = ,dVS.f :L’2—|—£L‘—8 —

4 zdxl dz dx 2Wrl4+x—38 ( ) 2- Va4 x—8 dfC( )
T +

e+ —8

d d d 1 d
Tilligg: Pa samma sétt visas allmént (med kedjeregeln) att %(\/E) = (a\fég) £ = Qﬁ.é’
d g'(x)

dvs. att %( g(z)) =

comy = h(z) = /z.

2/9(x)
d 1 d e
E La) —(VI—a)=———, b) —(JeE+1)=
xempel: ) o (V1=2) = o= D G Vet =00

Exempel: Berikna derivatan av y = Ing(z), da g(z) > 0.

o . . . dy dy dz d(lnz) dz
dsning: Med y = In z och z = g(x) fas enligt kedjeregeln 1= 1o do o I

1 dz 1 p
Tz ode g(w) 19 (@).
/
Svar: 4 Ing(x) = g(@) , som ar en mycket anvindbar formel!
dx 9(z)
d 1 d 1 d 1 d
O]?I:S:jormeln dlx(ln x) = - medfor t.ex. att a(ln t) = 7 @(ln u) = " a(ln z) =
= %(ln 0) = rOS (En deriveringsregel géller oberoende av de bokstéver som anvénds!)
1
Déaremot dr —(In z) ¢j lika med —, utan —(Inz) = — - = enligt kedjeregeln.
dx - z x z dx
Exempel: a) i[ln(sin x)] = BT _ cotz, om (x) =sinz
dp'*dx 2_+SI{1£L'_ y O AT/ =
b) ~[In(a? 4)) =
[9) %[ln(&r?)] = 5. ;2: = 2/z (Jamfor tidigare exempel i paragraf 4.3).

Exempel: y = In(—x) &r definierad fér (—z) > 0, dvs. z < 0. Enligt formeln ovan med

! -1 1
g(z) = —z blir derivatan y’ = g = — =+4—, for z < 0. Men —z = |z| for z < 0. Alltsa
gle) -z oz
d 1 d 1
ar —In|z| = = for x < 0. Foér = > 0 &r ju |z| = z och dérfér — In|z| = —Inz = —. Alltsa
dz x dz dz x

d 1
giller att | — In|z| = — | for alla = # 0.
dz x
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Allménnare fas med kedjeregeln (ytterligare en gang):

d _J'(x) o N
. In|g(x)| = o) | som alltsa giller bade for g(x) > 0 och g(z) < 0.

2r+ 3
ok

Exempel: Derivera f(z) = In|

Lésning: Skriv forst om f(z) med hjilp av logarltmlagarna' Man far f(z) =

=1In|2z+3| —In |22 —1|. D4 blir f/(z) = 2:62+3 xQ ;=2 ((2x+)3)((2§+f))

1'2 X
(=2) mben

0159. Bestim en formel for derivatan av a) e9®)  b) sin(g(z)) ¢) cos(g(z))

d) tan(g(x)) e) [g(x)]™ ) 1/g(x). [Hér forutsittes naturligtvis, att g dr deri-
verbar, dvs. att ¢'(x) existerar].

0160. Bestim f/(z) da f(x) &r a) e’ +e'72*  b) sin(3z + 1)
c) cos(z?) d) cos?’z  e)sin(5e”) f)v2lz—1 g)v32*+7 h) (24 5z)

H(1—2Y HInTz+3)+n(l—=z) k) In4—3z—522) 1) tVe

—1
m) tan(In|z|) n) coty/z 0) In(cosz) p)In|tanz| q)ln|x+1|
= = x
14 3z 2z — 1 30 +Tx +1
1 In|—| t)In———.
Dy Il O T s

0161. Berikna a) f/(0) da f(x) =In(5 —3z) b) f/(1/2) da f(x) = 3cos(rx)

c) f/(7) da f(z) = @ —5a—14 d) f'(w/4) da f(z) = In(20tanx)

16 — 4x 722 4+ 52 —3
f) f/(—1) da _—
] f) f(-1) da f(z) = |6 3$2+x5|

e) f'(2) da f(z) =
0162. Bestim konstanten k s& att y = e** satisfierar differentialekvationen

a)y' +5y=0 b)y' —y —-2y=0 o)y +4/"+y —6y=0.

Exempel: Berikna derivatan av e2* - va3 + 1.

d d 3a?
Lésning: Med kedjeregeln far man @(e%) = 2¢?® och %(\/ 3 +1) = 2\/# Produkt-
d d d
regeln ger %(e% : Iz +1) = %(e%) Va3 14 e %( 23 4 1) = 2e** -
3z
23+ 1+ e ——— = 42 + 1) + 327 /(223 +
2vad +1 ¢
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0163. Derivera a) e® -In(2z4+7) b) VZ-cos(z®) ¢) sin(2 — z) - cos 5z
d) e /va3 +1).

0164. Berikna a) f'(0) da f(z) =3 -5z +4 b) f/(1) da f(z) = 2% In(2 — 2?)
c) f(=3)da f(x) = V22 +7-In[(2? — 1)/(z + 4)].

0165. Bestim (de reella) konstanterna a och b sa att y = e - cos bz satisfierar

@) y//+2y/+3y:0 b) y///_y//+3y/+5y:0.

Anmirkning: Om man t.ex. skall derivera y = sinv/3z2 + 1 kan man gora en ytterligare
uppdelning av den sammansatta funktionen och anvénda en upprepad kedjeregel:

Om y = k(w), ddr w = h(z) och z = g(z), dvs. y = k(h(g(z)), sa ar
dy dy dw dz

de  dw dz dz’

Exempel: Derivera sin /322 + 1.
dy  dy dw dz

de  dw dz dr

1 3z -cosvV3z2+1
-6z =cos(V322+4+1) ———— 6z = )
( ) 2v3x2 +1 V3x2 41

Lisning: Sitt y = sinw med w = /z och z = 322 + 1. Da fas

CcCosw -

1
2Vz

2

Q) 6sin T

0166. Derivera a) cos?3z  b) e ¢) sin(e®”)

e) In|tan(l —2?)| f) V172" ) In(1 + eV?)

Vid derivering av uttryck pa formen f(z) = [G(z)]”®) gores forst omskrivningen:
f(x) — eH(a:)-lnG(z)'

Denna omskrivning ér tillaten ty allmént giller att y = e™¥ for y > 0 och Iny = In[G(z)]|#®) =
enligt en av logaritmlagarna] = H(z) - In G(z), om y = [G(z)]1®),

Exempel: Derivera f(z) = (22 + 1)*.

Lésning: Vi skriver f(z) = e?™@* D) och far f/(z) = evn=*+1).
[1-In(z?+1)+2- mjil] = (@22 + 1% [(2%2 + 1) In(z? + 1) + 22?]
= (22 + 1) (2% + 1) In(2? + 1) + 227].

Llp-In(w241)] = =™+,
(22 +1) =

&‘&

~
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0167. Derivera a) (z+1)® b) 2" ¢) @2 +z+1)" d) 2=

0168. Berikna a) f/(0) om f(z) = (z+2)*t"  b) f'(2) om f(z) = (22 4+ 1)*"+?

c) f'(4) om f(z) = (vz)¥*.

4.5 Implicit derivering

Ekvationen for en halvcirkel (med medelpunkt i origo) kan anges pa olika séitt. I ekvationen
2 +y% = R? y > 0, kan y betraktas som en implicit given funktion av z. Med y = vV R? — 22
ar y ddremot given pa explicit form. En funktion, som &r implicit given kan inte alltid uttryckas

pa explicit form, t.ex. kan ej y uttryckas explicit, om z° + zy + °> = 1. Anda kan man med
d
hjilp av kedjeregeln for sammansatta funktioner bestimma derivatan 3 = d—y
x

Exempel: Om vardera ledet i ekvationen 22 + y? = R? deriveras med avseende pa z, varvid

d d
y betraktas som en implicit given funktion av z, y = f(z), sa fas %(ﬁ +9?) = %(mg) +
d 2 !
L) =220+2y-y =0.
+ W) =22+2-y =0
d d(y? d(y?) d d
Man har niamligen att %(yQ) = Si) = {kedjeregeln} = <ch;;) d.?jc 2y - ﬁ =2y-y

d
och d—(RQ) = 0, dd R? #r en konstant. Vi far alltsd y' = —x/y, (for y # 0). Detta resultat
x

kunde ocksa erhallits genom derivering av y = vV R? — 22 eller y = —v R? — 22. [Genomfor
rikningarnal.

Exempel: Bestim derivatan 3/ om z° + 2 -y + v° = 1.

Lésning: Implicit derivering m.a.p. = ger 5z* +1 -y + z - dy + 5y4 dy =0, dvs.

d d d
y = gg = —(52* +y)/(x + 5y?), ty %(aﬁy) = [Produktformeln| = Cgi)-y—i—x-(é =1ly+z9y
och %(y ) = [Kedjeregeln] = & dr 5y~ -y

0169. Bestiam ett uttryck for derivatan y’ = %, dd a) ?*+ay+yd=1
b)2ry? —y* +1=0 c¢) 232 +223 =1 d) 2%y =1+ In(zy)
e)y-eV=x f)siny=x g)tany=u=x.
0170. Bestim a) Z—i i punkten (2,1) pa kurvan 2 + xy + 3 = 11
b) 3/ i punkten (2,3) pa ellipsen 922 +4y% =72 ¢) ¢/ for 2 = 0, om e*+zy = Iny.
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4.6 Tangent och normal till en kurva

Enligt derivatans definition (paragraf 4.1) &r riktningskoef- Y normal
ficienten for tangenten i en punkt (xg,yo) = (xo, f(x0)) pa
kurvan y = f(z) lika med derivatans virde f'(xo) i punkten.
Med normalen till en kurva i en punkt menas den rita linje,
som skér tangenten wvinkelrdtt i punkten.

Eftersom produkten av tangentens och normalens riktnings-
koefficienter ar —1, géller alltsa att:

—

1) Tangentens riktningskoefficient: ktangent = f'(20)

2) Normalens riktningskoefficient: kyormal = —1/f'(20), om f'(x¢) # 0.

Inséttning i enpunktsformeln for rita linjen: ‘y —yo=k-(x—x0) ‘ ger, (med yo = f(x0)):

1) tangentens ekvation: y — f(xo) = f'(z0) - (x — x0) och
-1
f'(xo)

Om f'(zg) = 0, sa ér tangenten y = yo = f(zo) parallell med z-axeln och normalen z = xg
parallell med y-axeln.

2) normalens ekvation: y — f(zg) = - (x — x0), om f'(xg) # 0.

Exempel: Bestdm ekvationen for tangent och normal till y = f(z) = (2® — 2)? i punkten
a) (=1,9) b) (0.4).

Lésning: Bilda y' = f/'(z) = 2- (23 —2)-322.  a)xg = —1ger f'(-1) =2(-1-2)-3-1 = —18.
Tangentens ekvation blir y — 9 = —18(x + 1), dvs. 18z 4+ y + 9 = 0 och normalens ekvation

1
y—9 = E(w +1),dvs. 2 — 18y +163=0. b) xo =0 ger f'(0) = 0. Alltsa dr tangentens
ekvation y —4 = 0- (x — 0), dvs. y = 4 (linje parallell med z-axeln) och normalens ekvation
z =0 (dvs. y-axeln).

Exempel: Bestim ekvationen for tangent och normal till #° + zy 4+ y® = 1 i punkten (1,0).

Lisning: Implicit derivering ger 5z* +1 -y + 2 -y + 5y* - 4/ = 0. Insittning av punktens
koordinater xyp = 1, y0 = 0, ger 5+ 049 +0 = 0, dvs. ¥/ = f(1) = =5, om y = f(z).
Riktningskoefficienten for tangenten i punkten (zg,y0) = (1,0) &r alltsa —5 och tangentens
ekvation: y—0 = —5(x—1), dvs. 5z + y — 5 = 0. Normalens riktningskoefficient &r —1/(—5) =

1
+1/5 och dess ekvation: y — 0 = g(x —1)dvs. z — 5y —1=0.

0171. Bestim ekvationer for tangent och normal i en punkt (z0,Yyo) pa kurvan
y=f(z), da
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a)y=a2>ochxg=2 b)y=Inxz, 29=3
y=e"—z,50=0 d)y=2-In(b—xz),z0=4 e)y=x-cosz,x9="

fHly=(2>+1)/Bz+1),20=-2 g)y=1InB2?+5x+3), z0=—1

4 — T — 32

2 .
h)y:ez-\/x3+3,$0=1 l)y:hl|m

‘, o = —3.

0172. Bestim ekvationer for tangent och normal till a) 22 +y? = 5 i punkten (1, —2)
b) 222 + 3z + 2y* + y = 8 i punkten (1,1)
c) 22% + 4y* — 6y = 0 i punkten (—1,1)

d) 2% + 2y + > = 11 punkten (0,1) e) e ** = 14 2. In(zy) in punkten
(2,1/2).

0173. Bestim de gemensamma tangenterna till
a) ellipsen 1222 + 25y% = 300 och cirkeln 22 + y? = 16

b) ellipserna 922 + 16y? = 144 och 1622 + 9y? = 144.

4.7 Maximi- och minimiproblem

En punkt zg, som tillhér definitionsméngden Dy, siges vara en lokal mazimipunkt for y =
f(x), om det finns en (liten) omgivning till zg, dér f(x) < f(xo), [z tillhér Dy]. Analogt for

lokal minimipunkt: f(z) > f(z¢) i en omgivning till zg.

Ett funktionsvérde kan vara ett lokalt maximivérde, utan att vara ett absolut maximum, dvs.
storsta virdet av funktionen i definitionsméngden. Men omvéant maste storsta virdet, om det

existerar, vara ett lokalt maximivarde.

Lokala maximi- och minimipunkter till y = f(x), finns att séka bland foljande tre typer av

punkter:
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Yy
1° Punkter, ddr f'(z) = 0, dvs. dér Zz_’
tangenten dr parallell med z-axeln. A T
Yy
2°  Punkter, dir f'(x) ej ewi-
sterar, t.ex. spetsar. |
x
3°  Randpunkter, dvs. &ndpunkter Y
for definitionsintervallet. /
——o—o—»w

Villkoret (i 1° ovan) att f/(x) = 0 &r ej tillrdckligt for att en punkt skall vara lokal maximi-
eller minimipunkt. Punkten kan vara en sa kallad terrasspunkt. [T.ex. &r (0,0) en terrasspunkt
pa kurvan y = x3]. Tillréickliga villkor kan fis med nagon av féljande tva metoder, (da g
ar en inre punkt i Dy):

Metod 1:

a) (xo, f(xo)) dr en lokal mazimipunkt om f'(z) > 0 i en
vénsteromgivning och f'(z) < 0 i en hogeromgivning till
xQ.

b) (zo, f(z0)) &r en lokal minimipunkt om f'(z) < 0 i en
véinsteromgivning och f'(z) > 0 i en hdégeromgivning till
xo.

Anmirkning: Positiv derivata, f'(x) > 0 (i ett intervall) medfér ndmligen att f(z) dr
(stringt) vixande i intervallet medan f’'(z) < 0 medfor att f(z) &r (stringt) avtagande.

Metod 2:
a) (zo, f(zo)) dr en lokal mazimipunkt om f'(zo) = 0 och
' (x0) <0
b) (xo, f(x0)) &r en lokal minimipunkt om f’(z9) = 0 och
f"(z0) >0

Exempel: Sok lokala maximi- och minimipunkter till f(z) = 23 + 622
Losning: 1° Bilda f/(x) = 322 + 120 = 3x(x + 4).
Ekvationen f’(z) = 0 har rotterna 1 = —4 och x9 = 0.

Teckenstudium:
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r<-4|rz=-4|-4<zx<0]z=0| x>0

Metod 1) | L@ FH+ ] 0 - - 0 | +++
f(z) / 32 N 0 P

(vax.)  (max.) (avt.) (min.) (vix.)

ger lokalt maximum: f(—4) = (—=4)3 + 6 - (—4)? = 32 och lokalt minimum f(0) = 0.

[Eller (Metod 2): f"(z) = 6z + 12 = 6(x + 2) ger f’(—4) = —12 < 0, dvs. maximum for
x = —4, resp. f"(0) = +12 > 0, dvs. minimum fér = = 0.]

Punkterna 2° och 3° i var understkning ger ingenting, ty
f'(x) = 32% + 12z existerar for alla z, och randpunkter
saknas, eftersom f(x) = 23 + 622 &r definierat for alla
Tr,—00 < x < 0o0.

Svar: Lokalt maximum f(—4) = 32 och lokalt minimum

f(0)=0.

Anmirkning: Funktionen f(z) = 2% + 622 saknar savil storsta som minsta virde, ty
f(z) - 400 da © — 400 och f(z) - —o0, da © — —o0.

Exempel: Antag f(z) = |z + 1| for =3 < o < 2. f(x)
har ett lokalt minimum f(—1) = 0 och ett lokalt maximum
f(=3) = 2. f(x) har ett minsta virde f(—1) = 0 men saknar
storsta vérde, (ty = = 2 tillhor ej definitionsméngden).

0174. Sok lokala maxima och minima samt stérsta och minsta virde, om f(x) &r
a)z?+4rx+5 b)2+4x—322 ¢)3wx—2%+2

d) 32t 4+ 823 + 1222 + 122 +1  e) 823 + 322 — 62* — 62
f) 20+ 1], -3<z <1 g)lz*—4|, -3<z<4 h)e"—2

i)z+lnz—2mn(z—1) j)e-cosz d)VaZl+az+1-e? 1) Va2 -3z +2/z.

4.8 Nagra griansvirden. (Obestdmda uttryck).

Vi forutsétter (det intuitiva) gransvirdesbegreppet kiant och tillimpar pa nagra exempel.

A) Grénsvirden av rationella funktioner, da z — xg

Exempel: Bestim grinsviirdet av f(x) = (322 — 5z — 2)/(2? — 4), dd o — 2, (dvs. dd =
obegriansat nirmar sig xg = 2).

12-10—2 on

. . ” ” ” . o
Lésning: Da x — 2, gar uttrycket formellt mot 1_4 , dvs. 757, som &r ett sa kallat
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obestdmt uttryck. Men f(x) &r en rationell funktion, dvs. kvoten mellan tva polynom T'(x) =
3z? — 52 — 2 och N(z) = 22 — 4. Bada dessa polynom har x = 2 som nollstdlle, (dvs.
ekvationerna T(x) = 0 och N(z) = 0 har en gemensam 7ot o = 2). Enligt faktorsatsen
(paragraf 1.8) &r da (x — 2) en faktor bade i T'(z) och i N(z). Vi far T'(x) = (z — 2)(3z + 1)

och N(z) = (z — 2)(x + 2). For x # 2 ar alltsa f(x) = ]j\;((z)) = (ZU_ZQ))((?)EJZ? = 351_21,

7
som gar mot ) da z — 2.

f(x) = (322 —5x —2) /(2% — 4) har alltsa griansvirdet 7/4, da = obegrinsat nirmar sig zo = 2.
Vi skriver: ” f(z) — 7/4, da x — 27 eller "limy,_,o f(z) = 7/4.”

OBS: Blanda ej ihop de tva skrivsdten for grinsvérden:

flx) = A, da x—xzp eller: lim f(z)=A

Tr—T0

dvs. antingen pil utan limestecken eller ocksa limestecken och likhetstecken!!

0175. Bestim grinsvirdet av a) (22 —6)/(z2 —9), daz — 3
b) (z2+x—-2)/(322 —2—-2),daz — 1
c) (222 +3z+1)/(42? + 3z —1),dd x — —1
d) (522 =92 —2)/(2® —2? —2—2),dd v — 2

e) (z* + 323 — 322 — 82 + 3)/(2® + 42% + 4z + 3), dd * — —3.

B) Gransvirden av rationella funktioner, da =z — +oo

1
Vi vet att — gar mot noll, da z — +oo eller £ — —oo. [Hyperbeln y = 1/x har z-axeln, dvs.

x
y = 0, som asymptot da x — +oo eller x — —oco. (JAmfor paragraf 3.5)].

(222 — 2+ 1)(223 + 42% — . + 2)

da z — .
345 + 42t — ba + 1 AT +0e0

Exempel: Bestdm griansvirdet av f(z) =

Losning: Formellt gar f(z) mot 727 (da x — o0o0), som &r ett obestdmt uttryck. Uttrycket for
f(z) kan dock omformas. (Bryt ut hogstagradspotensen i varje parantes). Vi far
22 -1 1/22) - 232 +4/x — 1/2? + 2/a3
f(z):x( [zt 1ja7) 2244/ /$+/x):[f6rk0rtamed:c5]:
223+ 4/x —5/x* + 1/25)
2—-1/r+1/2®)(2+4/z—1/22+2/23) (2+0+0)(2+0+0+0) 4

— — =—, daxz— .
3+4/x—5/zt+1/2b 3+0+0+40 gr dar Ao

Alltsa: f(x) — 4/3 da x — oo, dvs. ILm f(z) =4/3.

Anmirkning: Vi far ocksa att f(z) - 4/3 da z — —o0, dvs. lim f(z) =4/3.
T—>—00
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0176. Bestim grinsvirdet, da z — £o00, av a) (2z +1)/(3z — 1)
b) 3224+ 2z —4)/(2 -2z —22) ¢) (2?2 +7)/(523 + 4z +1)

d) 2z —1)(22=3)/(z—T2>+1) e) (322 +1)(1—5z)(2? —x+6)/(4z® + 23— 1).

C) Gransvirden av vissa rotfunktioner [Jimfor hirledningen av ekvationerna for hyper-
belns asymptoter (paragraf 3.5)].

Exempel: Bestim grinsvirdet av f(z) = Va2 + 3z — z, da x — +o0.

Lésning: [Formellt gar f(x) mot ”oo — o0”, som &r ett obestamt uttryck]. Forling med konju-
gatuttrycket till f(x). (Jimfor paragraf 1.5). Man far f(z) = Va2 + 3z — 2 = [(V22 + 32)% —
2?)/[Va? + 3z + x] = [2% + 32 — 22]/[\/22(1 + 3/z) + 2] = 3z/[|z| - \/1+ 3/ + z]. Men
|z| =z for x > 0. For > 0 ér alltsa f(z) = 3z/[z- /1 + 3/x+2x] = 3/[\/1 + 3/x+ 1], varfor
f(x) = 3/[V1+0+1]=3/2dax — +oc.

Svar: f(z) = Vz? + 3z —z — 3/2 da x — +oc.

Anmdrkning: f(x) — 400 da x — —oo.

Exempel: Bestim griansvirdet av g(z) = Va2 + 3z + 2z da x — —oc.

Lésning: g(x) = [(Va2? + 3z)? — 2?]/[V22 + 3z — 2] = 3z/[|z|\/1 + 3/z — z]. Men |z| = —x
for x < 0. Alltsa g(z) = 3/[—/1+3/x — 1] - —3/2 da z — —o0.

Svar: g(z) = Va? + 3z +x — —3/2 da © — —oc.
Anmdrkning: g(x) — 400 da x — 4o0.

O177. Bestim grénsvirdet av a) Va2 +1 — 2 da z — +oo

b) Va?—z—x daz — +o0

c) Va2 +5r—+va2+2dix — +oo d) VaZ+5r— V22 +2diz — —0

e) Va2 =3z +1—-2vVa?+1daz — —oc0 f)z+Va?+6x+1dax— —oc.

Exempel: Bestdm lim x—7—2
T—5 r—5
. ) Ve —1-2 (Vo —1)% - 22 r—1—4 1
Lésning: Sétt f(z) = = = = .
r—5 (x=5)(Vzr—1+2) (z-5)(Vr—1+2) Ver—1+2
1 1
Alltsa f(x) — =-—dax — 5, dvs. lim f(z) =1/4.
f@) > o = lim f(z) = 1/
. Vr—=1-2 1
Svar: lim ——— = —.
T—5 xr—25 4
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VZ -3 . VT H1-42 hm‘/x_l_l

OUTs. Bestim 2} Iy % g P M
V22— 1 -Vt
d) lim .
z—1 \/5—1

D) Gransvirden av vissa logaritmfunktioner da = — o0

Exempel: Bestim grinsvirdet av f(r) = In(32% + 1) — 2In(x — 1) dd  — +o0.

Lésning: Formellt gar f(z) mot oo — 00”, som &r ett obestimt uttryck. Vi maste forst med
hjilp av logaritmlagarna skriva om uttrycket for f(x), innan vi later x — oo. Vi far f(z) =

3z2+1 322 + 1

2 _ 2 2 _ _ _

In(3z° +1) —2In(x — 1) = In(3z* + 1) — In(x — 1) _ln(:p—l)z _lnx2—2x+1 =
2. 1 2 1 2

S S GV NN e VL 210 _3die— 4o

22 (1-2/x+1/22?) 1—2/a:+1/a:2_>n1+0+0
Svar: f(x) =In(32x? +1) — 2In(z — 1) = In3 da  — +oo.

Anmirkning: f(x) &r ej definierad for < 1. Diremot &r g(z) = In(3z% + 1) — In(z — 1)?
definierad for alla x # 1 och g(z) — In3 da x — —oo.

0179. Bestim grinsvirdet da x — +oo av a) Inz — In(z + 1)
b)2Inz—In(z2—-1) ¢)In(22>+1)-3Inz d)In(z®?+2+1)—Inz—In(2z+1)

o) g(x2 +4)—2In(3z) — In Va? + 1.

4.9 Nagot om asymptoter och kurvkonstruktioner. (Rationel-
la funktioner).

Definition: En rdt linje, till vilken en rorlig punkt pa en given kurva obegriansat nirmar sig,
da punkten allt mer avligsnar sig fran origo, kallas asymptot till kurvan.

Man kan dela in asymptoterna till y = f(z) i tre olika typer:

1° lodrdta asymptoter, som fas da |y| — oo men x — xo (dndligt),
2° wagrdita asymptoter, da |x| — oo men y — yo (dndligt),

3° sneda asymptoter, da |x| — oo och |y| — oc.
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\i x0 / /,//
Lodrét asymptot: Vagrit asymptot: Sned asymptot:
r = x9, dd x — xg Yy =yo, da  — 400 y=kx+m,dd x — o0

Anmairkning: Man kan visa att rita linjen y = kx 4+ m dr asymptot till kurvan y = f(x) da

x — 00, om och endast om de bada grénsvirdena ILm /@) =k och ILm [f(x) —k-x]=m
r—00 I T—00

existerar. [Analogt da x — —o0].
[Jamfor dven paragraf 3.5 angaende hyperbelns asymptoter].
OBS: Naturligtvis finns det kurvor y = f(z), som saknar asymptoter, t.ex. saknar kurvan

y = \/x asymptot.

Exempel: Bestdm eventuella asymptoter, lokala maxima och minima samt rita kurvan

32
y = f(x), om f(z) = - +2)

Lésning: for bestdmning av asymptoterna undersokes de olika fall man far, da y och/eller
gar mot +oo eller —oo.

) 322 400, dax—1 och z>1
1° Viharatt y = —————— — .
(x —1)(xz +2) —00, dax—1 och x<1
322 —oo,daxz— —2 och x> -2
ochatt y = —————+ — .
(x —1)(x + 2) +o00, dax — —2 och < —2.
Alltsa &r linjerna x = 1 och x = —2 tva lodréta asymptoter.
3
2° Vidare giller att y = f(z) = (1 1)(1 n 2) — 3 da z — Foo. Alltsa dr y = 3 en
Tz T

vagrit asymptot.

f(z)

3° Sneda asymptoter saknas, (ty — 0=k, da x — £o0).
For bestdmning av lokala mazima och minima bildas
f,(x):3.233(9024-37—2)—952(2964-1) . 2?2 — dx .
(22 4+ x — 2)? (22 4+ x — 2)2
x1 = 0 och for o = 4. Vi far foljande tecken- och virdetabell:

Alltsa &r f'(z) = 0 for

x —00 < -2 < 0 < 1 < 4 < 00
#(z) + +1 0 |- - 0 |+
f(x) 3 S| doo | A 0 Ne| o Eoo | N\(| 8/3 | N 3
(asym) (asym) (max) (asym) (min) (asym)
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b

menas naturligtvis gransvirdet lim f(x).
T—00

Anmérkning: Med ”vérdet for x = oo

Vi kan nu skissera kurvan

32
YT D2

OBS: Namnarens nollstillen i en (fullstindigt forkortad) rationell funktion ger alltsa de
lodrdta asymptoterna.

Exempel: Bestdm eventuella asymptoter, lokala maxima och minima samt rita kurvan
2
4+ 1
= f(x), om f(x)= .
y=f(@), om fz) = =5

Lésning: Bestdamning av asymptoter:

flz) — 400 da xz— -1 och z> -1
—o0 da xz— —1 och z< —1.

2
1
Alltsa &r z = —1 en lodrét asymptot. Vidare dr f(x) = Z :_1 = [Divis;on] =zr—1+ PR
Alltsa d&r y = 2 —1 en sned asymptot till y = f(z), ty f(z)—(xz—1) = —0daz — *oco.

r+1

Bestdmning av lokala mazima och minima:

: 20(x+1)— (2 +1)-1 2 +2x—-1 _ y
Bilda f'(x) = ( (3)64—(1)2 ) = CEmE .Vifar fl(z) =0for o =vV2-1~0,4

och 13 = —v/2 — 1 &~ —2,4. Insittning ger f(v2 —1) =2(v/2—1) =~ 0,8 och f(—v2 —1) =
—2(vV2+1) = —48.

Tecken- och vardetabell:

x < | =v2-1] < -1 < | Vv2-1|<
flx) | + 0 — - 0 +
fz) | /] —2v2—2 |\, | Ho0o |\ |2vV2-2| 7

(max) (asym) (min)



Vi kan nu skissera kurvan

2+ 1
r+1°

y=f(z) =

0180. Bestim eventuella asymptoter, lokala maxima och minima samt rita kurvan

y = [f(x), on f(x) &r

1 x 1 z+1 22+ 2z +1 222 — 4
b d f
@)33—2 *)1‘4—2 Q)x2—4 *)(:L‘—Q)(:E—l—?)) ¢) 2+ —2 H 2+ 1
x2—3 2% +
g) h)
T+ 2 8 —4x

v AmT™ + Q1™ 4+ ag .
0181. Ant tt = n d 0, dvs. att
ntag, att f(x) P s ST med a,, # vs. att f(x) &r

en rationell funktion. Visa att kurvan y = f(x)

har en vagrit asymptot: y = 0, om m < n,

har en sned asymptot: y = apy12 + an — Gp41bp—1, om m =n+1,
saknar savil vagréit som sned asymptot om m > n+1. (Kurvan kan ha lodrét
asymptot).

a)

b) har en vagrit asymptot: y = a,, om m = n,
)
)
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t
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£ Xg o= 1n2, Xo o= 1o 3
64a) 2 b) 0 g} ln 2 d) -lg 2
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£9a) 1 b)

&/5 ) X,
2 g} 1/3

7ta) ¢ -
7la) a, b) a,, = 2,
72a) 4950 b)) 20100
. 683
73a) 2047 g) Too4

(Fo

80a) 180°

81a) n/2
82a) 540°
§2g) 2n/3
84a) 120°
85a) 1/2

87a) cos v
€) sin v =
gj 1M v o=

4) sin v =

sery )

= @ radianer b)

= -u/2 f) 3500° .

) n/6 o)
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.
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~-n/4

b) -90° ¢) 135° g) 75°

B) 25n/%

£} 20n/9 (L.enh.)

b) 108° ¢) (T~%)-1800

B) /2 g)

/4 gy 2-\F

7, a2, 3, b~3,3 1n) 8 =
Ast1,8%, Bwe8,2% d) om3,e,
)1

= 4/5, tan v = 3/4

NZ/3, tan v

/N5, cos v o 2/YE £) sin u =

i

10/Y1%9, cos v = AKETN

d) =3%/7 &) =/10

3n/10 =

g) x = 3

fa
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d) -120%=-21/3

g ~1in/18

= 2/Ys"

22" d) sin v = YZU/5, tan v = V21/2

1
¥

L8]
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-~ o K oy S oo s : SIS e { e s ;
723} 9,8 by Y21/5 (fFhrsta Kuadranten) eller -~Y21/5 (FjsErde kyag-
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1002 ) w;z,ﬁ72,m +NeIERT® T 0T w0 D g) VB 7 N e 180 ® 20,15 4 n-,




v 98,77 & 14180% % 1,72 & nen e) vw26,6% v n»1807% 0,46 & noex

4) v53,1% + ne180° % 0,93 4 nan 8) wea11,2% 4 nesg” ~o0,20 + nea/3

1012) o~8,5, B8~32,1°, C~B9,6° b) a, = 84,3, 4,~ 104,87,

C1k¢46,70 eller a_ =~ 27,3, ﬁzmﬁa,zﬁ, c, %133,30

. AR Y L0 -
A 135,27, 8,713,6 3) orimligt

a=10,5, B#9,4", cma3,5°

c) be42,5, an148,8°, rem,s ©

105a) 15,2 b) 7,7 &) 4,2 {(yt.enh.)
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e) (V&) /4 £) ~(VB-\2)/a
107a) 1 b) 10/11

/ -

1082) (1-2y30)/12 b) 0,96 c) 2(1-3V74)/25 (om u och v i samma
kvadrant) sller 2(1+3Vi4)/25 (om u nch v
108a) (24V¥3)/a b)) /5 ) 1/4 @) 1

118) sin 3u 3 sin U - 4 sinBU,

cos 3u

i olika kvadranter)

[

3
4 ¢cos 'y - 3 cos u,

H

3 '
tan Ju = (3 tan u - tan u}/§1~3tan2u)

g . - . SR 4
1ﬂa)%WL§§g)%ﬁaV? ¢} Vo1
1123) v = ne2n, v = w/2 + n° 2% b)Y v = n/2 + ne2n, v = TR/6 + nedn

o o o c Q

£) w53, 1 + ne360%0,93 + neln 4) um5,37 + ne360™0,09 4+ a2,

0 o o .
VeB5,37 & na360 1,14 + ne2n g)v = 90° 4 nesen® = /2 & ne2n,
veis3,1% 4 n.3s0° =2,50 « neZn f) saknar (reella) lésningar

2) w23,1% 4 0.360% 0,40 4 na2n ve263,1° 4 ne360% 4,58 + ne2n

113a) v = n/8 + noen/2 BY v o= n/6 « ne2n, v o= Sn/6 + ne2x,
54 s O o}
var 19,57 ¢ 10360 = 0,34 4+ ne2my, ve160,57 &+ n-360 22,80 + n+2n

gy v=2u/3 4 aezn, va2138,67 4 ne360%= 22,42 4 neon.

U=nil
d) v = nen g) v = fn/g 4 ﬂﬂﬁJ'E{ v o= /8 + nen/2 q) v o= in/é+n'm,

vel69,8° + na1807 51,22 4 nox.

i ARt e NI 5
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a) v 1o+ neldu, vo= Ix/3 » neZn 5) v o= R/2 4 nen, v = ~n/6+n.27,

Vo /6 4 ne2r o) v o= Zu/3 s new

115a) v = ne2n b)) saknar {resil) lésning el v o= n/2 4 neZ n

i

d) v = -n/2 + ne2x

(
eller [(1-3V3)/2, (3+3V3)/72]

H
i
. K

123a) 3y

H

2x B} 2x + 3y = 7 o)y =3 d) x + 2 =0
1242) x=y=-1 = 3 by V¥ xey = 2V3 & 1 = 0 <) %2 = 0 473

e) x+ V3 y - ¥IL2 = 0

1

325a) 2x-y-1 U L) 3x+2y =0 o)y =0 @) xeby-2 = 0

e) 21x 4 45y = 19 = 0 F) 7% + 2 = O

26a) (-3,4) B) (~6/7, 4/7) ) saknar skirningspunkt {parallella
linjer) d) sammanfallande linjer

128a) 2x-y-4 = 0 h) Ixey-3 = 0 ) x = 0

128a) S5x-2y = 0 b) Ix4y+2 = 0 ) 9x=5y-3 = O d) Gx+y = O

138) Linjerna 3) x = 0 occh y = 0 (dvs, axlarna)

B) x = 0 och x+6y+3 = 0 g¢) x-y = 0 och x+y = 0 d) x+y = 0 ceh
x=y+1 = 0 2) y«1 = 0 och x+2 = 0

131) lirjerns z) y = 2x och y = -3x b)) 2y+x

i
[ow)
fal
3]
=y
>
+

<

1

o) x+y = 1 ach y = 2x+1 g) y-x+2 = 0 woch 3y + 2x + 1 = 0
2z 2 2

~ 7.
132a) x° + y7 = B1 &) (x-2)"+{y+3)° = 49 c) (x+8)° 4 yv© = 28/4
2 2 N 2 ~y a
133a) x7 4+ 2x + y© - 8y = 0 5) x° s Zx s y? ~ by +2 = 0

ta

o) x5 4 2% 4 y© o~ 6y = 63
134} Cirkel med medelpunkt ach radia: a) origo. R = V3

,9) (D,Z), Ro= 3 _‘_3_} {:'2’ “Bzfzi}t 8 o= 5/4 Q) <“2 1/2)! R = 1/’)



e) (1/2, -2/3), R = 4/3

135a) (1,3) nch (0,-2) b)Yy (0,-27, [tanqering}

128a) x7 + y" ¢ 4x + by = 2 b) punkterna ligger i rd#t linjs
2 2
e) %7 4y - 3y - 15 = 0

137a) orign; a = 2, b = 4 B) orige; a = Y7, b = B2 c) {(1,-1),

=2, 0 =1 d})(2,0), a=2,0b= 3 ) (3/2, ~1/2), a = b = V2,

w

i

[dvs. cirkel med # = {2'] r) (~1/23 = 1/14), a = 3/¥7, b
[#]

I}
AW
™
—~J

1382) 60° 1) 30° o) 45° @) a5

129a) 4n b)) wy3 ) ech d) 7nVZ/8 {(yt.onh.)

140a) orige, x-axeln, (a = b = 2) b) orige, y-axeln, (a = V2, b =8}

E'> (—2’1)’ Yy o= 1’ {?1 = 2) h = V‘?) ﬁ) <071/2), X = D; (3 = \{37/67
b = 1/2)

141a) y = Ix b)) 2y = VY3 ey Y2y = Ix

. .+ 5 v =
142a) y-yy = 2 =(x-xg) b) y =

l43a) vertex: origo; axel: (negativa) y-axeln ) origo, {negativa)
x=axeln ¢} (=2,-1); x = -2, {y > -1) 4y (1/3,0), x = 1/3. (y < 0)
2) (13/24, 1/6); v = 1/6, (x < 13/24)

J64a) Hyperbels (x+2)2/9~(y-?)2/a = 1 D) tvd rita iinjar: Dyul{xs3)
c) parabel: (><~-2)2 = 3{y+5) d) éllips: (x—i)z/a + (y+2)2 =

e) cirkels (x+3/&72 + (y~1/a)2 = 1/8 f) hyperbel: xz/a—(y+1)2/&r~1
q) parabel: §{y+?/2)2 = -4(x+1/4) h) tva {(parallella) linjer:

x = 2 oach 2x = 3 i) saknar geometrisk betydelse, ty (x+3/2)2 +
+3(ym1/2)2 = -1 ]} saknar geomstrisk betydelse (imaginira rdtter)
k) ellips: xz/{2/3) + (y+5)2/25 = 1 1) en punkt: (~1/3, -1/3), ty
55(x+1/3)% & 18(y+1/3)% « 0

J45a) under linjen x + y = 2 ) cvanfér {och‘pé} linjen 2y-2x= 4
) ovanfir lipjen y = -2 d) ovanfér (och pé&) linjen vy = -2, &ill

vanster om {occh pd) linjen x = 1/2 &) mellan {och pd) linjerna

¢} ingen skdrningspk

e S DRV R




X=y = 1 och x-y = «1 £} innanfér en kvadrat med hirn (3,0),

(0,3), (-3,0) sch (9,-3) G) utanfsr (och pa) cirkeln x<ey2 g

+y =
h) innanfir ecirkeln x% . y =27, (R = 2) i) innanfér (cch ps)

7 o,
rkaln (x+?)2 +yT = 2, (B = VD)

4 o o2
4) utanfér cirkeln (x-3/2)° .

4 ~ \ y 2
(y+1)° = 13/4, (R = V13/2) k) innanfor (och pa) ﬁllipsen x/9 4

___» ..N-W

5
vy /4 = 1 1) mellan hyperbelgrenarna x = + 3 §?+y )/2

1646-749: (Reserv)

1508) Dp: = o Cx <o Wer =1 <y <1 B) 0 ) -1 d) sin 2esiniis, 6%

=0,81 &) sin 2t £} -sin x 32) sin(2x+3) h) sinf{cos x)

1) sin(sin(sin x)))

, .2
151a) Doz meo x oo, Vet =2 Sy <o by -2 2) 78 d) 4a”-8aw)
i
) x° + 4x + 1 f) VA ax% 4 1og) X’ v 2x - 2 h) e - 4™ 4

153) Ft{x

~—
I
=

2 .3 ”
154a) 15x° ~ 6 b)) 2x - 2/x cl2e™ 4 3 ein «x d) 2in % + x cos x

Z )

e) 2(3xzcas X - x7 sin x) £) BQX(QX+1)/{2V§7 4) sin x/cos x
h) «(2x2+5)/[Xa{x2+Slnx)2j i} =1/(sin x+cos x)2 4) {sin x-x. cos x)/gimzx
k) 3/(><+2):2 1) (2x- Qyzﬁy )/\x-+1) m) 2" (x«1n x~1)/12x{(1n x)z}

n) (=D/2xR) a) (36" v ax® + 3x% 4 ek - )/ e2nat)?

p) EX-(2x+x2aln 2) g) BX.(x-ln 3-3)/xa ) xzrex(a Sin X + x 8in % +

+ X ©o

[e7]

‘ ; ) L
) 8) [(Zein ) G5et) = an®oin </ [0 (x2e1) )

155a) 6x + 12/x7 b) -2¢" sin x g) ~{in x)/{axyx) d) (2 sin x-

o

~x%sin x - 2x wos x}/x3

156a) 2 b) e ¢) -1/2 d} 2 + 16(ln 2)2 e) ~(4+y2)/ 16

157a) cos{2x-1) b) ln(2x2+x—1) ) 1/(3x2+1) d)\f;?:? 2) x

158a) 2 cos x -1 by 2{ln x)2 fln o =1 g) 3xTC 4 d) xB/Z + 1

—
N
v
©
S
o
o
x
e
L 3
&3
—
g
o

cos{g(x))+g'(x) ¢) -sin(g{x))egt{x)

8 5 (x)/eos (a0 T @) ne oG] e () £ —gr(x)/ ] w(x) 7

P



4 -
1608) 407 _ pel-2x

ettt i,

4]

8) 3 cos(3x+1) <) —2'X*$iﬂ<X2)

4) ~2 sin x cos x =-sin Ix) g) 5&X~COS(5GX) £ 21/02F,

oA

3 A 2 3.
a) 6x7/x 47 h) 2 (2xe5)(x2e5x) 1) =127 (1-x) 2 5) 7/ (7we3) -

N N > ~ 2 1""'“)
~ 1/(00=-x) k) (10x+3)/(5x4+3x-a) 1) [(4x§%+1)/(2¥§}]»9x X

4 Y ™ 2 7 7

) ?/[x-ccsziln‘x!)} n) =1/ sin Vo'l o) -tan x 8) 1/{sin x cos X )

e 2 2 ¢ 2, e 2 ]
a) 2/(x“-1) r) 6/(1-9x") s} (3e2x-2x 1/ L(2x-1) (x +x+1) ]

- 4 7 ~ z * N

t) (7*9x~8x2-?ax’-15x“)/[(3x‘+7x+1){5x“~x2+1)}
16la) -3/5 b) -3x £) 9 g) 2 e) 1,1 £y 7/2
162a) k = ~5 B) k = «1 sller 2 ) ko= w3

- =y
2
N ; - A g
163a) 2e” « [x In(2x+7) « j/(2x+7)] b) (cos x7 - 6x”. sin xB)/(ZVY’

~2 eller +1

5 S
c) ~[cos(2-x) cos 5x + 5 sin{2-x)ain 5x 1 d) e [2(x +1)-1, 5% J/(X +1) 70
164a) 29/4 b) -2 g) -(28+9 1n 2)/4

1652) a = ~1, b = Iy ) 5 - -1, b =0 sller a-=1, b

= 12
. . 2 sin x4
1668) ~6 sin 3x.cos 3x (=~3 sin 6x) b)) 2xecos(x).n
2 .
o) 2x.e" .ces(ﬂ ) 8) 2 sin x cos x.eSi0 X 2) ~2x/[sin(?~x2)ca$(7—x2)]
0 s TTNETT G R
1672a) (x+?)x Jk+(x+?)ln(x+1)1 B) x e lxstex 1n x)
c) (x2+x+1) [ 2x Ln(x wxe1) 4 x2€2x+1)/(x +x+1) ] d) x~teinox

168a) 1 + 2 in 2 B) 12§OO~{1+ln 5) ) 1+ 1n 2

169a) -{(3x +y)/(y+3y o) vy (2y -2x} g) ~(2y2+3xy)/(2x2+3xy)

) (2x%y »y}/(x~x}y} e) fe-(X+Y)~y7/(1+y) = (X~xyj/(X*X¥) £31/cos y

CxT) @) 1/ (eran?y) = 1/(14x2)
1208) ~13/5 B) -3/2 o) e’ee |
171a) tangent: 12x-y = 16, normal: x+12y = 98 b) x=3y = 3-31n 3
£8P, ZXey = 9 4 1p 3 £}y = 5 cssp. x o= 3 4) 2x+y = 8 vesp.
X=2y = 4 8} X+y = B rasp, =y = 21 £} x-5y-3 = { cusp,

5X+}/+71:‘:G E)x+)¢+'}

]
[
F
€y
o

gl
L2
x
i
~
-+
-
It

-0 h) 192ex - 4y =

= 11e resp. 4x + 192wy = 4 . 38@2 i) 47x + 2y 4+ 141 -~ 21n 2 = O

resp. 2x -~ 47y » 6 4 471n 2 . a.




172a) tengent: x - 2y = 5, notmal: 2x + y = 0 B) 7x + S5y = 12
reap, S5x - 7y + 2 = 0O

d4) x + 3y = 3 resp, 3x -~y + 1 =0 8) Zx + 2y =5 raesp.

2x=2y = X
172a) 2y = Yox I evl® (fyra stycken) b) y = Ix Is (Fyra stycken)
174a) minsta varde: (-2} = 1, (&ven leokalt min.) b) stdrsta varde:
£(2/3) = 10/3, {(#dven lokalt max.) £) lok. min: f(-1) = 0, lok. max:
#(1) = 4 d) minsta vérde: F{-1) = -4 @) stérsta varde: F(~-1/2) =

= 19/8, lek. min: F{1/2) = -13/8 lok. max: £{1) = -1 £) minsta
véarde: f(-1/2) = O, lpk.max: F(1) = 3 q) stdrste vérde: f(4) = 12,
minsta varde: f(-2) = £(2) = 0, lok. max: f{=3) = 5 och F{0) = 4
h) minsta varde: f{ln 2) = 2 - 2 1n 2 i) minsta vdrde: F({1+y2) =

= 1+ V2w n(1+y2)= 1n 2 §) lok. max: f(/a + ne2z) = en/g+n'2n/V§ﬂ
lok, min: £(5nx/4+ne2n) = —BEE/a+n'2n/Y§’ k) lok. min: F(Q) = 1,

lok. max: F(1) = V¥i7e' 1) lok. min: F{1) = 0 och f(2) = O

175a) 1/3 b)Y 3/5 ©)y 1/5 d) 11/7 e) -17/7

J16a) 2/3 b} -3 g) 0 d) -2/7 g) -15/4

177a) 0 b) -1/2 g) 5/2 d) -5/2 e) 3/4 f) -3

178a) 1/6 1) 1/ (ANZ) z) 2 g) N2

179a} ¢ b} O ¢} In 2 d) ~in 2 8) -2 ln 3,

180 Asymptotsr: a) x=2 och Qnﬁ b) x==2 och y=1 g) x=~2, x=2 och
y=0 d) x==3, %=2 och y=0 @) %=~2, x=1 och y=1 ) y=2

g) x=-2 och y=x=2 h) =2 och y=-(2x+5)/4

Lokals maxima och minima: a) saknas b)) saknas ¢} max:{0,~1/4)
d) saknas  g) mini(~5, 8/9) och max:(~1, 0) f) min:(ﬂ,~4}

N

g) max:{«3,~6) och mini(~1,~2) h) min: (2-V5,~3/44VE) ,max: (245, 9/4-VE)
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