KOMPLEXA TAL

Vi inleder med att repetera hur man rédknar med komplexa tal, till att borja med utan
att bekymra oss om fragor som vad ett komplext tal &r och hur vi kan veta att komplexa
tal finns. Dessa och andra liknande fragor kommer vi att kommentera helt kort i slutet
av texten.

Lat oss borja (som de flesta larobocker gor) med att inféra beteckningen ¢ for den
imaginira enheten, som #r ett tal vars kvadrat &r —1. Talet ¢ uppfyller alltsa 2 = —1.
Komplexa tal kallar vi alla tal som har formen a + bi, ddr a och b &r reella tal. Talet
a + bi har realdel a och imaginérdel b, som betecknas a = Re (a + bi),b = Im (a + bi).
Notera att imaginédrdelen endast omfattar koefficienten framfor ¢ och ar saledes, namnet
till trots, ett reellt tal. Tal med imagindrdel 0 ar reella, och tal med realdel 0 kallas
rent imaginara. Komplexa tal adderas och multipliceras som polynom av ¢ med reella
koefficienter, och man férenklar resultaten genom att anvéinda likheterna

Exempel 1. (34+1) —(2—3i) =3+1—2+3i =1+ 4.
Evempel 2. (3+1) - (2—31) =6—9i +2i — 32 =6—T7i — 3 (—1) = 9 — Ti.

Det ar dock inte sa latt att tillampa samma princip vid division; givet talet 1 &r det
svart att se om man ska tolka det som en reell etta, eller som 7%, eller som —i?, eller
som en tredjedel av varje. Vid division efterstravar man att skriva om den givna kvoten
med en ndmnare som ar reell. Det gér man genom att anvinda ndmnarens sa kallade
komplexkonjugat. Varje komplext tal z = a + bi har ett komplexkonjugat z = a — bi,
som alltsa &r ett tal med samma realdel som 2z, men med motsatt imaginédrdel. Det &r
uppenbart att talet z &r reellt exakt nar z = Z.

Exempel 3.3 +1=3—1i, 2—-3i=2+3i, 4=4.
En enkel kalkyl visar foljande likheter (z = a + bi)

zZ=z, 24z =2a=2Rez, 2 —2zZ=2bi =2ilmz, 2Z=a*+"0

2’1:':22:21j:22, 2129 = 21" 29.

Likheten 2z = a? + b? ger oss mojligheten att, genom att forlinga med nidmnarens
konjugat, skriva om varje kvot som en kvot med reell ndmnare, fér att sedan enkelt
utfora divisionen. Observera att division med 0 fortfarande &r otillaten.

3+1 B+)(2+3i)) 6+9+2-3 3+11i 3 11,

ey S T B2 +3) 2+ (-3)F ERENNERSTY

Hittills har vi arbetat med de komplexa talens sa kallade algebraiska form, z = a + bi.
Nu ska vi titta pa talens geometriska tolkning och infora den sa kallade poldra formen,
z =r(cosf +isinh).

Betrakta planet, utrustat med ett koordinatsystem som bestar av origo O, en x-axel
och en y-axel, vinkelrdta mot varandra. Givet en punkt P i planet kan vi ange dess



ldge genom att tala om vad P har for z- och y-koordinater, det vill sdga P(z,y). Vi
kan i fortsdttningen identifiera punkten med koordinater (z,y) med det komplexa talet
z = x + 1y, och kommer i det sammanhanget att tala om planet som det komplexa
talplanet. Alla reella tal ligger da pa x-axeln (som kallas realaxeln) och alla rent imag-
indra tal ligger pa y-axeln (som kallas imaginéraxeln). Ett tal och dess komplexkonjugat
motsvaras av punkter med samma realdel och motsatta imaginédrdelar. Dessa punkter
ar darmed spegelsymmetriska med avseende pa realaxeln.

Vi kommer nu att titta pa ett alternativt sétt att ange en punkts ldge. Istéllet for
att ange x- och y-koordinaterna, kan vi ange punkten P:s poldra koordinater, som
ar dess avstand till origo 7 och vinkeln # (i radianer) mellan den positiva z-axeln
och stralen OP. Har arbetar vi med riktade vinklar. Vinkeln # &r positiv om man
behover rotera den positiva x-axeln moturs kring origo tills den sammanfaller med
stralen OP, och 6 &r negativ om rotationen maste ske medurs. Principen ar densamma
som med de sé kallade kartesiska koordinaterna (x,y). Det som hénder ar att vi anger
punktens ldge som skiirningspunkt mellan tva kurvor. Punkten med koordinater (zq, yo)
ar skdrningspunkt mellan den vertikala linjen # = xy och den horisontella y = yj.
Om vi istéllet véljer de poldra koordinaterna (rg,6y), sd dr punkten att betrakta som
skiarningspunkt mellan cirkeln med medelpunkt i origo och radie ry, och stralen som
fas genom att rotera positiva realaxeln y radianer kring origo. Rotationen sker moturs
om #y > 0, och medurs om 6y < 0. Det ar viktigt att notera att punkten origo endast
har en polar koordinat, ndmligen den polédra radien r = 0. Nagon poldr vinkel kan i
det fallet inte definieras. Vi far 6vriga punkter i planet, exakt en gang vardera, genom
att lata den poldra radien r genomlépa intervallet (0,00), och lata 6 genomlopa ett
halvoppet intevall med lingd 27, till exempel 6 € [0,27) (det vill sdga 0 < 0 < 27),
eller 0 € (—m, 7] (det vill sdga —m < @ < 7). Dessa tva val av intervall dr de vanligaste.

Vi forfogar nu 6ver tva alternativa siatt att ange laget av en punkt i planet, eller, vilket

ar samma sak, ange ett komplext tal

P(z,y), —oco<xz<o0, —00<y < 00;
P(r,0), 0<r<oo, 0<6@<2rfor P#0, r=0fr P=0.

Lat oss se vad det finns for samband mellan de kartesiska och de polara koordinaterna.
Om vi projicerar punkten P (# O) vinkelratt pa xz-axeln far vi en ratvinklig triangel
med hypotenusa OP, och vi ser att

xr=rcosf, y=rsinb.

Observera att vinkeln avldses fran positiva x-axeln, att den kan vara positiv eller nega-
tiv, samt att sambanden giller oavsett vilken kvadrant P befinner sig i. Overgangen
fran polara till kartesiska koordinater ar alltsa enkel.

Overgangen at andra hallet ar knepigare. Den polira radien #r inget problem, samma
ratvinkliga triangel som ovan ger att

r:\/T—l—y?.

Svarigheterna uppstar nér vi forséker bestdmma 6, givet = och y. Problemet ar att
6 inte bestdms entydigt av punktens lige. Om 6y dr en mojlig poléar vinkel fér den



betraktade punkten, sa kommer alla andra vinklar som fungerar fér samma punkt att
ges av 0 = 0y + 2km, dar k ar ett godtyckligt heltal. Tilligget 2km motsvarar ett helt
antal varv runt origo. Dessa varv paverkar givetvis inte punktens lige. Aven om vi
bestdmt oss for ett intervall med langd 27, som beskrivet ovan, finns det inte nagon fin
formel som fungerar i alla 1agen. Har nojer vi oss med att visa hur man gor pa konkreta
exempel.

Ezempel 5. Lat punkten P ha kartesiska koordinater (1, —1). Vi far r = v/2. Att z > 0

och y < 0 betyder att P ligger i fjarde kvadranten. Division ger y_ tanf = —1.
x
Vi letar alltsa efter en vinkel vars andra axel ligger i fjarde kvadranten, och som har
- . - m , i
tangens —1. En mdjlighet &r att vilja 6 = 1 en annan ar § = T
Ezempel 6. Lat nu punkten P ha kartesiska koordinater (—1,1). Vi far aterigen r = /2
och ¥ = tang = —1, men punkten ligger nu i andra kvadranten. En mdjlighet for
x
5
vinkeln ar 0 = Iﬂ, en annan ar 6 = —Iﬂ.

Vi kan nu skriva det komplexa talet z = 41y (5 0) pa polar form z = r(cos #+isin6).
Talet 0 har den poléra framstéllningen r = 0. Alla komplexa tal fas genom att lata r och
0 variera som beskrivet ovan. I sammanhanget kallas r = /22 + y? for det komplexa
talets absolutbelopp (eller bara belopp), och betecknas r = |z|, medan 6 kallas for
det komplexa talets argument. Notera att argumentet &r en flervard funktion av z,
det vill sdga, givet ett komplext tal kan dess argument anta ett flertal olika vérden,
argz = 0y + 2kw, dir k dr ett godtyckligt heltal. Lat oss #ven upprepa att |z|? = 2z,
samt att |z| dr lika med avstandet fran z till origo.

Ezempel 7. |2 — 3i| = 1/22 + (=3)% = V/13.
Ezempel 8. |1 —i/3| = /12 + (—V3)2 = V4 =2.
Ezempel 9. arg(1 — i1/3) = —% + 2km, k godtyckligt heltal. (Punkten ligger i fjarde

kvadranten och tangens av dess argument dr —v/3.)

1 3
Ezempel 10. 1 —i\/3 =2 <§ — z%) = 2 (cos(—% + 2km) + isin(—% + 2km)).

De komplexa talens polara form ar mycket anvindbar vid multiplikation, division samt

berdknig av potenser. Vi antar hér att talen vi arbetar med &r skilda fran 0, sa att alla
vinklar ar definierade.

Lat oss borja med att berdkna produkten av tva komplexa tal pa polar form, 2z, =
r12(cosfy 2+ isinb 5):

2129 = 1172((cos 01 cos Oy — sin 0 sin By) + i(cos b1 sin Oy + sin b4 cos b)) =
= r1ra(cos(0y + 0s) + isin(6y + 6s)).

Vi kan dra slutsatsen att komplexa tal pa poléar form multipliceras med varandra genom
att man multiplicerar ihop deras belopp (och far produktens belopp), och ldgger ihop
deras argument (och far produktens argument). Vid division &r forfarandet det omvén-
da P

— = —(cos(0y — 0y) +isin(6; — 6)).

Z2 T2



Ovanstaende formler leder till slutsatsen att
2" = r"(cosnb + isinnf),

for alla heltal n.
0 0

Baserat pa ovanstaende skulle man kanske gissa att w = 22 = V' | cos 3 + z'sin§ .

En enkel kalkyl visar att det talet i kvadrat verkligen ger z. Detta ar dock inte hela
sanningen. Vi kan omedelbart se att dven (—w)? = z. Som vi tidigare insag kan argu-
mentet till ett komplext tal viljas pa odndligt manga olika sétt, sa det vore rimligt att

0+ 2k 0+ 2k
definiera 2z = V1 ( cos + AT i 2R , dir k &ar ett godtyckligt heltal. Alla

751N

dessa varden &r dock inte olika. Alla jamna k& kommer att ge ett tillagg pa heltal - 27,
vilket vi pa grund av de trigonometriska funktionernas periodicitet kan bortse fran.
Alla udda £ i sin tur kommer att ge ett tillagg pa 7w+ heltal - 27, och vi kan aterigen
bortse fran det hela antalet varv. Alltsa far vi att 22 har tva olika virden

1 0+ 2k 0 + 2k
z,f:\/?_"(cos + 2T in 2+ 7T>, k=0,1.

+ 2sin

Pa samma séitt kan vi 6vertyga oss om att zn for positiva heltal n har n olika vérden,
som ges av

1 0 + 2k 0+ 2k
zk?:{L/?(cos i " 4 isin +ohm

), k=0,1,...,n—1.

n

2k 2k
Ezempel 11. (Igen, k = 0,1.) (—2)% = |-2 (COSW+2 7T+ isinﬂ+2 W) =

V2 <Cos(g + k) + isin(g + kﬂ')) = {iV2, —iV2}.

1 T+ 2k T4+ 2k 2 2 2 2
Ezxempel 12. iz = \/]i] (COS# + isin %) = {g —|—i§7—\/7_ — z%}

Néarmare inspektion av multiplikationsformeln fér tal pa polar form avslojar att funk-
tionen f(0) = cosf + isinf har egenskapen f(60; + 62) = f(61)f(62). Denna egenskap
ar karakteristisk for den reella exponentialfunktionen. Vi har darfér anledning att in-
fora beteckningen e = cosf + isin 6, for reella §. Om vi gar ytterligare ett steg i den
riktningen kan vi definiera den komplexa exponentialfunktionen

e” =" = e"(cosy + isiny).

Det dr intressant att notera att e* # 0 (eftersom dess belopp aldrig kan bli 0), samt
att det ar en periodisk funktion med period 2.

Ett par varningens ord:

Skriv aldrig /- med annat &n icke-negativa (reella) tal under! Denna beteckning ar
forbehallen “det icke-negativa tal, vars kvadrat &r det som star under rottecknet”, och
kan darfor inte anvéndas i andra sammanhang. Skriv ()% istéllet, och notera att det
egentligen ar att betrakta som en méangd av tva tal, om inget annat sags.
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De komplexa talen ar inte ordnade. Det betyder att man inte kan skriva olikheter
mellan dem. Varje gang vi talar om positiva/negativa tal kan det darfér endast handla
om reella sadana. I den man man behdver anvinda olikheter och uppskattningar déar
komplexa tal forekommer maste allt goras i termer av de komplexa talens belopp.

Exempel: Triangelolikheten. For varje par komplexa tal zq, zo géller olikheterna

21| = |22|] < |21 £ 20| < || + [22].

Lat oss atervinda till fragorna som ldmnades utan svar i borjan av texten. Vad ar 7
Det priméra behovet av komplexa tal uppstar da man forsdker 16sa enkla algebraiska
ekvationer som #r oldsbara inom de reella talen. En sadan ekvation é#r 22 +1 = 0.
Det finns nagot djupt oroande i att sédga att ekvationen saknar 16sning, for att i néista
andetag kalla dess 16sning for 7. Sa finns verkligen 7 Det gar inte att ta pa matematiska
objekt, sa det gar inte att 6vertyga sig med sina sinnen om att de finns. Man kan siga
att inom matematik finns allt som inte leder till motségelse. Med andra ord, det finns
inga problem med att plocka ett abstrakt objekt ur fickan och kalla det for ¢, bara man
ar siaker pa att det aldrig kommer att stélla till det for resten av matematiken. Sa hur
kan man avgdra det? Losningen dr att konstruera en sa kallad modell av teorin fér de
“nya” talen inom teorin for de "gamla”. Det gér man genom att definiera de komplexa
talen som talpar av reella tal (a,b), dar (a,b) = (¢,d) om och endast om a = ¢ och
b = d, och dir addition och multiplikation definieras som (a,b) + (¢,d) = (a + ¢, b+ d),
(a,b) - (¢,d) = (ac — bd, ad + be). Det reella talet a identifieras med talparet (a,0). Det
ar nu fritt fram att ge definitionen for 7 och inse att 2 = —1:

i=(0,1), (0,1)>’=(0-0—-1-1,0-1+1-0) = (-1,0).

OVNINGAR

1. Beriikna 1 —2i) + (3= 2i); (b) (1 —2i) — (3 —2i); (c) (1—23)- (3 —2i);

1 142
|(1— 24 —2); (h) |1 —2¢ — 21.
<d>1+i< \HQZ (8) 101 —20) + (3= 20)s (b) [1 24| + |3~ 24

2. Visa att alla komplexa tal z, z1, 2o uppfyller
zZ=z, 24z =2a = 2Re z, 2 —2=2bi =2ilmz, 2Z=a*+"b

21:|:22:21:*:§2, 2129 = 21" 29.
3. Visa att alla komplexa tal z, z1, zo uppfyller

il =l al |2 = G #0

4. Skriv pa algebraisk form (a) v/3 (cos 7 4 isin7); (b) —e'5; (c) 2¢7%%; (d) ef,
5. Skriv pa polir form (a) i; (b) —1 —4; (c¢) V3 —4; (d) 2.

6. Bestdm alla komplexa 1sningar till ekvationen (a) 23 = —8; (b) 24 +2 = 0.
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if

z=xT+1y=re

y = rsinf

r =rcosf O

I figuren dr vinkeln O positiv. Talet z har negativ realdel och positiv imaginédrdel. Beloppet
(absolutbeloppet) av z ar alltid ett icke-negativt tal och dr endast noll for z=0, som avbildas i
punkten O (origo).

Svar till 6vningarna:

L () 41— D) (b) =23 () =(1+8D): () 3 — 5 (€) = — i e (D) |5 (=2): () W2
(h) V5 + V13.

2. Tips: Skriv z pa algebraisk form och anvind definitionen fér komplexkonjugatet.

3. Tips: Kvadrera likheterna. Eftersom bada leden idr icke-negativa (reella) tal fas
ekvivalenta likheter. Anvéind att produkten av z och dess konjugat ir lika med z:s
belopp i kvadrat.

4. (a) —\/_- 3 (0) =2 — i %% (o) VZ(L — ): (d) €.
5. (a)e'z; (b) \/_e n (c) 2¢7%s; (d) 2e‘°
6. (@)zy=—2,2; = 2e'3 ,Zy = 2ei3 (b) z), = 2el(T+2km/4 | — 0,1,2,3.





