WS5 - RO1 derivata tillampningar

approximationer: linjar, med
polynom, kring andlig x, kring
oandlig x, aterkoppling till
gransvardena;



https://en.wikipedia.org/wiki/Brook_Taylor

en dugga problem

* Vi betraktar en funktion f(x) so vi vet mte hur ar det definierat exakt,
men vi vet att f'(3) = 5. Hur mycket ar—f(Zx —2x+3)ix =17

Fragan gar att korta ner till —f(Zx — 2x + 3)|,=1=? Egentligen,

fragan ar om vi definierar h(x) = f(2x% — 2x + 3), med f(x) inte

helt specificerad, har vi tillracklig information om f for att kunna
dh(x)

rakna |,=1 = h'(1)? Det svara ar att inse hur man skall anvanda

det vi vet om f, namligen att f'(3) ar kand, for att hitta h'(1). Anvand
kedjeregeln for derivatan av h(x) = f(g(x)) med g(x) = 2x* —

2x +3:h'(x) = f'(g(x))g'(x) och ' (1) = f'(g(1))g' (D).



typiska tenta fragor av G karaktaren

* f(x) =ax+bférx < 0och f(x) =x%+3x+ 1férx > 0. Gar det att
valja konstanter a och b sa att f(x) ar deriverbar i hela R?

s f(x) =ax? +bforx < %och f(x) =sin2x forx > % Gar det att valja
konstanter a och b sa att f(x) ar deriverbar i hela R?



en typisk tenta fraga av VG karaktaren

ax?+bx

* Betrakta f(x) = —— Gar det att definiera a, b och f(1) sa att

f(x) ar deriverbar i hela R? Detta ar en rationell funktion. Sats: Vi vet
att om namnareni f(x) = g(x)/h(x) ar inte noll i en intervall, da ar
f (x) kontinuerlig och deriverbar i intervallet. | just detta fall ar bagge
h(x) och g(x) polynomer som ar deriverbara i hela R, bara att

h(x) = x — 1 har en noll punkt i x = 1. Enligt satsen ar f(x)
deriverbar och kontinuerlig i alla andra punkter, alltsa i (—oo,0) U

(0, +0). Egentligen, fragan ar om det gar det att definiera a, b och

f (1) sa att f(x) ar kontinuerlig och deriverbarix = 1.




typiska tenta fragor ovning (VG)

Taylor utveckla till 4:e grad kringx = 0
funktionerna under (a) och (b):
(a) f (x) = sin(ax?) —>
(b) f (x) = cos(ax?)
Du kan antingen gora direkt anvandning av
Taylor sats

, eller vissa att

3_|_ ” 4+ .

Sinx = x 6 120
1 2_|_ 4_|_

coSx = 2 24

och argumentera hur du kan anvanda dessa for
att |6sa problemet.

Taylor’s Theorem

If the (n + 1)st-order derivative, _f("+1)(r). exists for all 7 in an interval containing a
and x. and if P, (x) is the nth-order Taylor polynomial for f about a. that is,

Px) = fla@) + '@ —a) + D e —ap?

(x —a)",

M@
n!
then the error E,(x) = f(x) — P,(x) in the approximation f(x) = P,(x) is given

by

f(rH—l)(S) -
rEE (x —a)"™",

where s is some number between a and x. The resulting formula

E,(x) =

J7i “(n)
0= 1@+ f@e-a) + L a4 LD oy
.f(n+1)(‘g) n+1 . . 5
+ m (x —a) , for some s between a and x,

is called Taylor’s formula with Lagrange remainder: the Lagrange remainder term
is the explicit formula given above for E, (x).



tenta fragan ovning (MVG)

Taylor’s The

G/VG: Gar det at Taylor utveckla f(x) kring
a i alla fall under. Om du misstanker att det
gar att utveckla, gor det i linjar
approximation och analysera E. MVG: Kunna
uppskatta E eller atminstone diskutera den
pa ett vettig satt.

(@) f(x) =vx,a=0
(b) f(x) =+vx,a=1
(c) f(x) = sinl,a =0
(d) f(x) = sinx ,a=0
(e) f(x) = a=-z

sin x ’ 2

is the
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then the error E,(x) = f(x)— P,(x) in the approximation f(x) a P,(x) is
by
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g0 *(n)
fx)= fl@)+ f'(a)(x —a) / ,)('a) % =@ 4boeodk f ”1(‘7) (x — a)"

inder; the Lagrange remainder term



Nagra komplexa fragor med diverse olika moment dar man
maste kombinera olika analys kunskaper

| (@) och (b) utveckla funktionen for stora x (x — o) och behall tva signifikanta termer (som inte ar noll):

(@) Vvx+1=?+0(?)

(b)Vx —1=240(?)

Nar du ar fardig med utvecklingen (aterkoppling till derivatan):

(c) Anvanda approximationerna under (a) och (b) for att rakna gransvardet
lim(vVx + 1 —+vx — 1)=? Vilken typ av gransvarde ar detta?

X—00

(d) Anvanda approximationerna under (a) och (b) for att rakna gransvardet
lim vx(vx + 1 —vx — 1)=?; Vilken typ av griansvarde ar detta?

X— 00

(e) Rékna gransvardena under (c) och (d) men en annan tekning du beharskar
(tex. U'Hopital, eller nagonting annat)



Nagra komplexa fragor

Utveckla for stora x och behall tre signifikanta termer (som inte ar noll)

(a) Vx? +x=?24+0) nérx > o

(b) Anvanda approximationen under (a) for att rakna gransvardet
lim (Vx? + x — x)=? Vilken typ av gransvarde ar detta?

X—C0

(c) For att kolla din resultat, rakna gransvardet under (b) men en annan teknik du beharskar
(tex. U'Hopital, eller nagonting annat)



en svar fraga: beteende kring en punkt

* Hur ser f(x) = sin(m — +/x + x) ut for x-virden nara 0? Vilken strategi kan du
anvanda for att begripa hur en sadan komplicerad funktion ser ut i omgivningen
av en punkt? Ser funktionen ut som ett polynom eller nagonting annat?

El Untitled-1* - Wolfram Mathematica 11.0
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nagra tenta fragor (alla av MVG karaktaren) som
relaterar dill de tidigare fragor

(1) Gar det att tillampa medelvirdesatsen till f(x) = +/x i en intervall
|0, €] dar € ar ett litet tal, tex. ¢ = 0.017?

(2) Gar det att tillampa linjar approximation satsen till f(x) = +/x ien
intervall [0, €] dar € ar ett litet tal, tex. ¢ = 0.01?

) 7

(3) Kan man approximera 1/x med en polynom kring x ~ 0? Om ”ja

varfor? Om “"nej” varfor?
Kan man approximera

Vx med en polynom kring x ~ 1?
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