W6 — RO2 integrations tekniker och
integral tillampningar

 vi fortsatter med integrations tekniker och raknar langder
av kurvor och komplicerade ytor



ADAMS/6.2 integraler av rationella funktioner

integraler av rationella funktioner kan forenklas till bara tva typer f( T eller
f(ff;;n dx; huvud sats ar att varje polynom kan faktoriseras i en produkt av

termer med tva typer (x — a)™ eller (x? + ax + b)™; i princip dessa
integraler ar enklaste att rakna (dock jobbigaste, med manga steg). Har vi ser
hur man raknar dessa integraler. Viktig mellansteg.

(G) omvandla integralen [ (1+jfx2)3 till formen [ (a+b;12))dcu Vad ar a, b, och c lika
med?
(G) omvandla integralen f xf;)ll till formen [ (a+b52))dcu Vad dr a, b, och c lika

med?



ADAMS/6.2 integraler av rationella funktioner

ax-+
e )n eIIerf( Z)n dx; huvud sats ar

att varje polynom kan faktoriseras i en produkt av termer med tva typer (x — a)™ eller (x? + ax + b)™;
i princip dessa integraler ar enklaste att rakna (dock jobbigaste, med manga steg). Har tittar vi pa hur

man rakna den jobbigare integralen.

integraler av rationella funktioner kan forenklas till bara tva typerf

Problem: Hitta en rekursiv formula for I,, = [ o dxz)n Rakna I; och 5.
Tips: Anvand partiellintegration med dv = dx och u = o ch)n'
— 2y—n-1 X
Mellansteg I, = (1+x2)" [ (=)@ +x>) ™ N2x dx x = ey
xZ 2 xZ
2nf Trxtynit dx. For att rakna f AT dx skriv den om som [ gFeaTrE dx =
1+x%-1 dx dx . :
J (1+x2)n+1 dx = | Tt J L2yt = I, — I,,+1. Pussla ihop det hela till: I, =
Tx)" + 2n(l,, — I,,41) och utryck I,,,; som funktion av [, och bytn - n — 1.

Forstar du varfor? For att kunna rakna rekursionen!



ADAMS/6.2 integraler av rationella funktioner

)n eller [ (ax 7y A%; huvud sats ar
att varje polynom kan faktoriseras i en produkt av termer med tva typer (x —a)™ eller (x* + ax + b)™;
i princip dessa integraler ar enklaste att rakna (dock jobbigaste, med manga steg). Har vi anvander allt vi

har lart oss hittills.

integraler av rationella funktioner kan forenklas till bara tva typerf

1 1 X
Mellansteg kontroll: = —
(G) AD/6.2-Prob 12: | x3+9x ellansteg kontroll: =5 = o= = So4x?)
x%+1 1+x2 5 —4+7x

(G) AD/6.2-Prob 22: f dx Mellansteg kontroll: =

8+x3 12(2+x)  12(4-2x+x2)

x3+8

dx; tips: x® + 1 = (x? + 1)p,(x) och grafen visar p4(x)]

x6+1

[ (MVG) tenta:f

Mellansteg kontroll: man skall rakna ut att

Slutligen man ser att

(1+V3x + x?)

multiplecerat med (1 —
V3x + x2) ger pa(x).

p.(x) =1 —x?%+ x* och da 1+1x6 =
1 2—x?
3(1+x2)  3(1—x2+x%)
x? + x* haringa noll punkter, <€4------"

D3 enligt satsen AD/6.2-T1 p,(x) = (ax? +
bx + ¢)(rx* + sx + t). Vad kan man vilja for

a och r? Vad kan man valja da for c och t? N

. Polynomet p,(x) =1 —

— ————
N
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viktiga integraler: [ X —1In

SINn X

: : dx
 skriv om integralen som [ — = [

Sin

* rikna (gissa) integralen for |[

rakna (gissa) integralen for |[

kombinera alla termer

(sin2§+coszg) dx

. X
sin—-dx
2
cosE

2

X
cosde
sinE

2

. X X
2S1IN— COS—

2 2

sin udu
- J

-

cosu

cos udu

sin u

X

tan —
2




X
1+tan5
viktiga integraler: f = In 2+ ¢
COS X 1—tan§
Sitt 1:u = tan= ) ] .
o 1an2 e Satt 2: anvand cos x = sin(x + g)
2 X
COS“ = =
) 1+u2 . dx du _
sin2 ¥ — u? J'cosx - fsm(x+ ) fsin(u) med © =
2 1+u2x o x + E
COSX = COS*= — sin®= = —
2 2 1+u 'f du zln‘tang‘
X 2du . ‘ E‘ — ‘ L ‘
dx:coszidu=1+uz In|tanZ| = In [tan(7 + 7)

e

COSX 14w
—)du =In| |
1+u



viktiga integraler: [—2

Cos3

1

X
1+tan§

fan x

In

X
1—tan§

* steg 3' utvardera integralen med partiell integration

1 1
. dx = dx
f cos3 f COS X COS? x
. 1 dx
e anvand u = och dv = — vV =tanx
COS X cos? x
tan x sin xdx
. dx = — tan x
f cos3 COS X f Ccos? x
sin xdx sin? x dx
o [ tan x = dx = —
J coszx fcos3 fcos3 fcosx
tan x dx
| dx = — +
J cos3 COS X fcos3 fcosx

COS X



Q. 1 .
viktiga integraler: [ Va2 — x2dx = E(x\/a2 — x2 + a® sin 1%)
 steg 1: variabel byte x = a sinu
» steg 2: rakna | cos?u du

* steg 3: omvandla kvadrat av cos till forsta
potensen genom att rakna 1 + cos 2u

e steg 4: rakna | cos2u du
* byt tillbaka till ursprungliga variabler



viktiga integraler:
1
Va2 + x2dx = E[x\/az + x2 + azln‘\/az + x?2 +x” + ¢

C—

steg 1: variabel bytex = u a

(a2 + x2dx = a?[ 1 + u2du

steg 2: variabel byte u = tan w

du 1 1
. = - du = dw
dw cos? w ) cos? w
c 14+u?=—
cos? w

e ateranvand tidigare resultat for integralen

f dw =l<ln _I_tana))
COS W
1x

cos>w 2
och byt tillbaka till x med w = tan™ >

w
1+tan§

w
1—tan3




For att utfora variabel byte man maste utrycka tan(x/2) i tan(x)
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ADAMS/6.3 substitutions tekniker
T P

(G) AD/6.3-Prob 1: [

V1-4x2

x2%dx

(G) AD/6.3-Prob 3: [ = —

x3dx

(VG) AD/6.3-Prob 9: [ — —

(VG) 6.3-Prob 16: [ \/T_az

u = 2x och integralen omvandlas till

f dx

Vi-x2

u = 3x och integralen omvandlas till
2

x-ax AL
[ mtypen, ?folj detta med

substitution x = sinu

u = 3x och integralen omvandlas till
3

x x . ? ee | o
f mtypen, ?folj detta med

substitution x = tanu

u= ax och integralen omvandlas till
f xZ\/xZ— typen; folj detta med

substitutionen x = secu =

cosu



AD/7.3 rakna langder av kurvor

In Exercises 1-16, find the lengths of the given curves.
l. y=2x—1fromx =1tox =3
2. y=ax+bfromx = Atox = B
5. y3 = x? from (—1,1) to (1. 1)



ytan mellan tva grafer

EXERCISES 3.7

In Exercises 1-16, sketch and find the area of the plane region
bounded by the given curves.

. y=x, y=x"

2. y =4x, y=x"
2 4

27. Find the total area enclosed by the curve y? = x? — x
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