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1. Hitta alla heltal = som loser foljande ekvationssystem:

=7 mod1l
=3 mod 13

Losningsforslag

Den 6vre ekvationen kan skrivas = 7 + 11y dér y € Z. Insdttning i den nedre ger
74 11y + 13z = 3 som kan skrivas 11y + 13z = —4. Denna diofantiska ekvation
kan t.ex. 16sas med Euklides algoritm.

Vi har 13 = 11 + 2, men redan hér ser vi att 2| — 4 sa vi kan skriva 13 — 11 = 2
och dérfor har vi 2 - 11 4+ (=2 - 13) = —4 sa en losning till 11y + 13z = —4 &r
(y,2) = (2,—2). Denna ger x = 7+ 11 - 2 = 29. Enligt Kinesiska restsatsen har
systemet en unik 16sning modulo 11 - 13 sd méngden av alla heltal 2 som uppfyller
systemet dr {29 + 143k | k € Z}.

[7p]



2. Fyra syskon i olika aldrar ska fordela tio identiska pepparkakor mellan sig. P4 hur [8p]
manga olika sitt kan fordelningen goras...
(a) ...utan nagra ovriga villkor?
(b) ...om de tva yngsta syskonen ska fa minst en pepparkaka var?
(c) ...om alla ska fa ett udda antal pepparkakor?
(d) ...om alla ska f& olika mdnga pepparkakor?

Losningsforslag

(a) Vianvander tankesdttet med “bollar och vaggar”. Vi formar alltsa sekvenser
med 10 pepparkakssymboler © och 3 viggar | som avskiljer pepparkakor till
de 4 syskonen. Till exempel motsvarar sekvensen QQOQ|QQ||QOQQOQ att det
forsta syskonet far tre, andra syskonet far tva, tredje syskonet far noll, och
fjarde syskonet far fem pepparkakor. Vi har alltsd totalt 13 symboler varav tre
ska véljas till att vara vaggar. Alltsa kan fordelningen goras pa (133) = 286 sitt.

(b) Ge de tva yngsta syskonen varsin pepparkaka. Da har vi kvar 8 pepparkakor
som ska fordelas. Precis som i (a) gar detta att gora pa (131) = 165 sétt.

(c) Ge alla syskon 1 pepparkaka, och para ihop resterande 6 pepparkakar i tre
hogar med tva i varje. For att alla ska fa ett udda antal ska nu dessa tre hogar
fordelas godtyckligt mellan syskonen, sd precis som i (a) gar detta att gora pa
(3) = 20 stt.

(d) Forst kan man tdnka pa vilka antal pepparkakor som ska delas ut till de fyra
syskonen. Vi soker alltsd alla sétt att skriva talet 10 som en summa av fyra
olika tal > 0. Gar man igenom de olika fallen ser man att detta kan goras pa 5
satt: (04+1+247),(0+14+3+6),(0+14+4+5),(0+2+3+5), (1+2+3+4).
For var och en av dessa kan man ocksé viélja vilket syskon som ska fa vilket
antal, sa vi far multiplicera med antalet permutationer av syskonen, alltsa 4!.
Totala antalet sétt blir 5 - 4! = 5! = 120.




. Vi definierar en logisk operator © med foljande sanningstabell, dér 1 betyder sant [8p]
och 0 betyder falskt.

Avgor om var och en av foljande utsagor &r tautologier, kontradiktioner, eller in-
getdera. Motivera dina svar.

@ (pva)QpAqg)
(b) (pAr)V(¢Or)
(© (»Vq)Op
(d) pQO(¢Op)

Losningsforslag

(a) Tautologi. Antag att uttrycket dr falskt. Da madste enligt tabellen (p V ¢) vara
falskt och (p A ¢) vara sant vilket d&r omgjligt. Alltsa kan uttrycket inte vara
falskt och dérfor dr det en tautologi.

(b) Ingetdera. For (p, q,7) = (1,1, 1) blir uttrycket sant, och for (p, ¢,r) = (0,0,1)
blir uttrycket falskt. Darfor dr uttrycket varken en tautologi eller en kon-
tradiktion.

(c) Tautologi. Uttrycket dr sant da (p,q) = (1,1) sa vi undersoker om det kan
vara falskt. I sddant fall méste p vara sant, och (pQq) falskt vilket inte &r
mojligt nér p = 1. Alltsd ar uttrycket aldig falskt.

(d) Ingetdera. Uttrycket dr sant da (p, q) = (1,1) och falskt da (p, ¢) = (0, 0).

En alternativ 16sning kan vara att forst notera att pOq¢ < pV —q < p < g och sedan
forenkla de vanliga logiska operatorerna.




4. Anvand induktion for att visa att for varje heltal n > 1 sa géller

Losningsforslag

Vi dividerar bada sidor med (n + 1) och infor predikatet

- 1 n
S(n):;k(lﬁ—l) T+l

Vi bevisar nu att S(n) dr sann for alla n > 1 med induktion.
Bassteg: Vi har S(1) : Yi_, m = 1+1 vilket dr ekvivalent med (1+1) = ﬁ
Alltsa dr S(1) sann.

Induktionssteg. Antag nu att S(p) dr sann for nagot p > 1. Vi ska bevisa att det
foljer att S(p + 1) ocksa dr sann. Vénsterledeti S(p + 1) kan forenklas:

1 D 1 ~_ plp+2)+1

;k k+1 oD 2 L DG D@ r2)

- % - é% = (pf{)lﬂ, vilket dr hogerledet i S(p + 1). (I andra likheten

ovan anvande vi induktionsantagandet S(p)). Vi har nu visat att S(1) dr sann och
att S(p) = S(p + 1). Enligt induktionsprincipen ar pastaendet sant for alla heltal
n>1.




5. Rita for varje deluppgift en graf som uppfyller villkoren, eller motivera varfér en [9p]
sddan graf inte existerar.
(a) En sammanhédngande bipartit graf med 5 noder, som inte dr ett trad.

(b) En sammanhidngande graf med 5 noder som har en Eulervdg men saknar
Hamiltonstigar.

(c) En multigraf med 3 noder som dr sammanh&dngande men saknar Eulervégar.

Losningsforslag

(a) Tag exempelvis den fullstindiga bipartita grafen K3 o:

(b)

(c) En sadan graf existerar ej. Bevis: Enligt Eulers sats finns det en Eulervég i en
sammanhdngande graf om och endast om max tva noder har udda gradtal.
For att Eulervégar inte ska existera maste darfor alla tre noderna ha udda
gradtal. Men dd blir summan av alla gradtal i grafen udda vilket &r omdojligt -
varje kant i grafen adderar ju tva till det totala gradtalet, sa detta tal &r jamnt
i alla grafer.




6. Vi definierar en bindr operation x pa heltalen Z enligt f6ljande: [10p]
a*b=5a+ 3b

(a) Berdkna (3 x 1) % 10 och 3 x (1 % 10). Ar operationen x associativ?

(b) Finns det ett identitetselement? Finns det ett nollelement?

(c) Hitta alla heltal z som uppfyller (z — 3) x (z + 1) = 2

(d) Ar péstdendet Vz : (Ela:, y:(x*xy = z)) sant eller falskt? Ge ett bevis eller ett

motexempel! (universum éar heltalen)

Losningsforslag

(@ (3%x1)x10 =18 10 = 120 och 3 x (1 = 10) = 3 x 35 = 120. For att operationen
ska vara associativ maste dock a x (b * ¢) = (a * b) x ¢ for alla a, b, ¢ vilket inte
dr sant - ta t.ex. a = b = ¢ = 1. Operationen &r alltsa inte associativ.

(b) Om e dr identitetselement och n &r nollelement ska det bland annat gélla for
alla z att e x x = x och n x x = n, vilket dr ekvivalent med 5e + 3z = x och
5n + 3z = n. Men nagra sadana heltal » eller e som uppfyller detta for alla =
samtidigt finns ej. Alltsa saknas bade identitetselement och nollelement for
*.

(c) Enligt definitionen far vi
(z—3)x(z+1) = 2% & 5(2—3)+3(z+1) = 2* & 22 —82+12 = 0 & (2—6)(z—2) = 0.

Ekvationen har alltsa tva losningar, x = 6 respektive x = 2.

(d) Fragan dr om den diofantiska ekvationen 5z + 3y = z dr 16sbar for varje fixt
z. Eftersom ged(5, 3) = 1 har ekvationen 5z + 3y = 1 16sningar. Multiplicerar
man sddana z,y med z fdr man déarfor en 16sning till 5 4 3y = z for vilket 2
som helst. Pastdendet dr darfor sant. Mer explicit kan man se att for varje fixt
z kan man t.ex. vdlja (z,y) = (—2,2z),dablirx xy = z.




7. Boole ska skicka ett RSA-krypterat meddelande till Arkimedes. Booles ursprung- [10p]
liga meddelande &r ett tal 0 < M < 200. Han anvédnder Arkimedes offentliga
nyckel (n,e) = (221,77) for krypteringen och far fram ett krypterat meddelande
C = M* (mod 221) som han skickar till Arkimedes. Euler far tag pa det krypter-
ade meddelandet och ser att C' = 186. Hjdlp honom att knédcka koden och hitta det
ursprungliga meddelandet M! Redovisa tydligt de olika stegen i din 16sning.

Tips: Borja med att primtalsfaktorisera talet n.

Losningsforslag

Vi soker M sd att M7 = 186 (mod 221).

For att hitta primfaktorer till n = 221 behéver man bara testa primfaktorer under
V221 alltsa upp till 14. Man finner dd att 221 = 13-17. Viskriver p = 13 och ¢ = 17.

Vi berdknar nu ¢(n) = (p — 1)(¢ — 1) = 12 - 16 = 192. Vi sdker nu ett positivt tal
d som &r invers till e = 77 modulo ¢(n). Vi ska alltsd l6sa d - 77 + k - 192 = 1.
Med Euklides algoritm far vi 192 = 2 - 77 + 38 och 77 = 2 - 38 + 1. Darfor blir
1=77-2-38 =77-2(192—2.77) = (—2)-192+5-77. Alltsa géller d-77+k-192 = 1
dd d =5o0ch k = —2,sd d = 5 dr den sokta inversen till e. Vi upphdjer bada sidor
av kongruensen 186 = M* med d = 5, da far vi modulo 221:

1867 = (M) = M = M9 = M- (MM =M 1P = M

dar den nast sista likheten foljer av Eulers sats. Vi har alltsd M = 186° = 101
(mod 221). Det ursprungliga meddelandet ar alltsa M = 101.

Kommentar: Enda anledningen att vi kunde knicka koden var att talet n = 221 var si litet
att vi kunde hitta dess faktorer. Datorer anvinder samma algoritm fast med hundratals
siffror i n - det finns dirfor inget snabbt sitt att hitta faktorerna!




