Chalmers Tekniska Hogskola

Losningar till tentamen pa TMV211: Inledande diskret matematik

Den 24 Oktober 2020 kl 14:00-18:00
Examinator: Jonathan Nilsson

Alla hjialpmedel dr tilldtna, dock dr ingen form av samarbete eller kommunikation tilliten. Denna
tes har sju fragor. Maxpoing ir 60p. For godkiint krivs minst 30p (inklusive eventuella bonuspoing).
For full poiing pd en uppgift kriivs en fullstindig och vilmotiverad losning som gdr att folja. Skriv
tydligt vad ditt svar ir pd varje uppgift. Losningar som dr oldsliga eller inte gdr att folja eller som
innehdller endast svar bedoms som noll poing. Borja varje uppgift pd en ny sida. Du har en extra
halvtimme pd dig efter tentans slut till att skanna in och ladda upp dina losningar. Inlimningen
ska bestd av en enda Pdf-fil innehdllande alla losningarna i ordning. Det dr ditt eget ansvar att
se till att detta fungerar.

1. Hitta alla heltalslosningar till den diofantiska ekvationen 13z + 8y = 250.

Ange ocksa de 1osningar dédr bade z > 0 och y > 0.

Standardmetoden dr att anvanda Euklides algoritm for att forst bestaimma ged(13, 8):
13 = 1-84+5 men redan hiar har vi 13-148:(—1) = 5 och darfor 13-50+8-(—50) = 250.
Sa (x,y) = (50, —50) &r en 16sning till ekvationen. For varje heltal & far vi dessutom
250 = 13- 50 + 8 - (—50) + k(13 -8 — 8 - 13) = 13- (50 — 8k) + 8 - (=50 + 13k) s& den
allménna Iosningen ar (x,y) = (50 — 8k, —50 + 13k) for varje k € Z.

For att z, y > 0 ska vi alltsd ha 50 — 8k > 0A —50+ 13k > 0 vilket dr ekvivalent med
?—g <k< %0 och eftersom k ska vara ett heltal far vi k£ € {4,5,6}. Dessa varden pa
k motsvarar de tre 16sningarna {(18, 2), (10, 15), (2,28)}

Svar: Alla l6sningar ges av (z,y) = (50 — 8k, —50 + 13k) for k € Z. De 16sningar
(x,y) ddr bade > 0 och y > 0 &r {(18,2), (10,15), (2,28)}

. Hitta alla heltal z som 16ser foljande ekvationssystem:

=3 mod4
r=1 mod5H
=6 mod9.

Eftersom (n1,n2,n3) = (4,5,9) dr parvis relativt prima kommer systemet att ha en
unik 16sning modulo N = ningn3 = 180 enligt kineskiska restsatsen. Vi anvdnder
formeln fran kursen. Hogerleden ar (aj,ag,a3) = (3,1,6). Vi berdknar N; =
N/ny = 45, Ny = N/ny = 36, Ny = N/n; = 20. Vi hittar nu inversen b; till N;
iZp:b1-N1 =1 (modny) < b -45=1 (mod4) < b -1 =1 (mod 4). Vi viljer
darfor by = 1. Analogt far vi by - 36 = 1 (mod 5) < by -1 = 1 (mod 5), sd vi tar
ocksd by = 1. Till sluthar vibz -20 =1 (mod 9) < b3 -2 =1 (mod 9), sa vi tar
by = 5.

Nu far vi en 16sning till ekvationssystemet: © = a1b1 N1 + ag2baNo + azbsN3 =
3:1-454+1-1-364+6-5-20 = 7711. Reducerar vi modulo 180 far vi den minsta
positiva losningen 2 = 51. Enligt kinesiska restsatsen far vi:

svar: Alla heltalslgsningar till ekvationen ar {51 + 180k | k € Z}.

3. Vi ska konstruera “ord” som kan formas av alla tolv bokstdverna i ordet

ERATOSTHENES

[9p]



(a) Hur ménga olika ord kan bildas av alla tolv bokstdverna?
(Ett exempel pa ett sddant ord 4&r ESTNEEROSTAH)

(b) Hur manga av orden i (a) innehéller ordet RETHOSTA?
(Ett exempel pa ett sddant ord &r NESRETHOSTAE)

(c) Hur manga av orden i (a) innehéller inget av orden STOR eller HETSA?

(a) Bokstdverna kan skrivas i en sekvens pa 12! vis. Lika bokstdver kan per-
muteras inom ordet, och vi har tre E, tva T och tva S. Vi far alltsa 3!122!!2! = 171'
olika ord.

(b) Vi ska permutera de fem sybolerna RETHOSTA E,E,N,S. Detta kan goras pa
% = 60 séitt eftersom det finns tva E.

(c) Med samma metod som i (b) ser vi att g—: ord innehaller STOR och g—i ord
innehaller HETSA. Vidare finns det g—: ord som innehaller bade STOR och
HETSA. Enligt principen om inklusion och exklusion blir det sokta antalet
ord 1 — 2 _ 8 5

2 6 2 2

4. Anvand induktion for att visa att for varje heltal m > 1 sd gdller

2m

> (=1DF(2k + 1) = 2m.

k=1

Vi kallar utsagan i uppgiften P(m).
Bassteg: Tar vi m = 1 blir vinsterledet Y 2_ (—1)¥(2k + 1) = —3 + 5 = 2 vilket &r
samma som hogerledet ndr m = 1. Alltsa dr P(1) sann.

Induktionssteg: Vi antar att P(n) dr sann for ndgot n > 1 och vi ska visa att P(n+1)
da ocksa blir sann. Vénsterledet i P(n + 1) kan forenklas:
22 () (2 4 1) = Y0 (—1)F(2k 4 1) + X252, (~1)F 2k + 1) =

2n + (12" 202n + 1) + 1) + (=1)*"2(2(2n + 2) + 1) = 2n — (4n + 3) + (4n +
5) = 2(n + 1) dér vi i andra likheten anvinde induktionsantagandet P(n). Alltsa
vansterledel i P(n+ 1) dr lika med hogerledeti P(n+ 1) sa P(n+1) dr sann. Alltsa
géller P(1) ochVn : P(n) — P(n+1). Enligt induktionsprincipen haller pastdendet
P(m) for alla virden pa m.

. Vi definierar en relation ~ pé de naturliga talen N enligt z ~ y < 22 > y. D&
giller exempelvis 3 ~ 5 eftersom 3% > 5. For var och en av utsagorna nedan, ange
om den dr sann eller falsk. Motivera svaren mycket kortfattat. Kvantorerna nedan
refererar till universumet bestdende av alla naturliga tal N = {0, 1,2, ...}.

(@ Vz:Vy:x~y

(b) Jy:Vr:z~y

(o) Vex:dy:z Ay

(d) Vz: 22 ~ 23

(e) Relationen ~ ar reflexiv

(f) Relationen ~ dr symmetrisk

(g) Relationen ~ &r antisymmetrisk

(h) Relationen ~ ér transitiv

(a) Falskt, tagt.ex. x =0ochy = 1.



(b) Sant, tag t.ex. y = 0.

(c) Sant, for varje z kanvitay = 2 + 1

(d) Sant,0 >0ochz*> 22 < 2>1dadz#0

(e) Sant, x? > z for naturliga tal =

(f) Falskt, 1 ~ 0 men 0 o 1 exempelvis

(g) Falskt, t.ex. géller 2 ~ 3 och 3 ~ 2men 2 # 3.
(h) Falskt, t.ex. géller 2 ~ 3 och3 ~ 5men2 %5

6. Lat G vara grafen med nodméingd V' = {a,b,c¢,d, e, f, g} och kantmédngd [8p]
E = {{a,b},{a,c},{b,c},{b,d},{b, f},{c,d}, {c,e}, {d, f}. {e, f},{e; 9}, { [, g} }

Kanterna saknar alltsa riktning.
(a) Rita grafen G sa att inga kanter korsar varandra.
(b) Hitta en Hamiltoncykel i G.
(c) Hitta en EulervagiG.

a

(b) Exempelvisa —b—-d—f—-g—e—c—a

(c) Exempelvise—g—f—-e—c—a—-b—c—d—-b—f—d

7. Kom ihg att méangden R? bestar av alla ordnade par (z, y) av reella tal. Vi definierar [10p]
en bindr operation x pa R? enligt foljande:
(a>b)*(cad) = ((I—i—C,b'd)
(a) Ar operationen x associativ? Ar den kommutativ?
(b) Finns det ett identitetselement? I sa fall vilket?
(c) Vilka element i R? har inverser?
(d) Hitta alla X € R? som uppfyller ((2,1) * X) * (3,7) = (1,5)
(e) Hitta alla X € R? som uppfyller X x X = X

(@) ((a,b)*(c,d))*(e, f) = (a+c+e,b-d-f) = (a,b)x((c,d)* (e, f)) sa operationen
dr associativ. (a,b)x(c,d) = (a+c¢,b-d) = (¢, d) * (a, b) sd operationen dr ocksa
kommutativ. (Egenskaperna foljer fran motsvarande egenskaper for addition
och multiplikation).

(b) Ja (0,1) &r identitetselement eftersom (0,1) * (a,b) = (a + 0,1 -b) = (a,b) =
(a,b) % (0,1) for alla (a,b) € R2.

(c) Allaelement (a, b) dér b # 0 har en invers, namligen (—a, 7).

(d) Med X = (z,y) blir ekvationen (2+x+3,1-y-7) = (1, 5). Detta ger den enda
16sningen (z,y) = (-4, 2).

(e) Med X = (z,y) blir ekvationen (z + z,y?) = (z,y
y € {0, 1}. Ekvationen har alltsa tva l6sningar: X = (

). Detta ger z = 0 och
0,0) och X = (0,1).



