Omtenta i MVE460: Envariabelanalys och analytisk geometri
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Losningar

. Visa att om funktionen f &r deriverbar i en punkt a i Dy sa ar f ocksa kontinuerlig
ia. (6p)

: Se Adams s. 109.

. Visa att u - v = |u||v| cos§, dir 0 &r den mellanliggande vinkeln mellan vektorerna
u och v. (6p)

: Se Adams s. 581.

. Skissa grafen till funktionen f(z) = Ange alla eventuella lokala extrempunk-

x
72 -1
ter, inflektionspunkter och asymptoter, samt bestdm pa vilka intervall funktionen
ar vaxande respektive avtagande och konvex respektive konkav. (10p)

: Observera forst att ndmnaren 2 — 1 dr noll, nér = +1. Darfor Dy = R\ {-1,1}.

Lodrata asymptoter: Undersoka forst x = —1. Déar lim,, ;- f(x) = —oo och
lim, , 1+ f(x) = +o0. For x = 1, har vi lim, ;- f(z) = —oo0 och lim, ,1+ f(z) =
+oo. Alltsa, finns lodréita asymptoter i z = —1 och = = 1.

Vagrita asymptoter: Observera att om x # 0 och x # +1,
T r 1 1 1

fx) =

x2—1:x21—x—12 El—x%'

Dérfor lim, 4. f(z) = 0. Sa linjen y = 0 dr en vagrat asymptot nir z — +o0.
Sneda asymptoter: Finns inga, eftersom asymptoten nir x — 400 ar vagrit.
Vi ska nu leta efter lokala extrempunkter:

, _x2—1—2x2__ 1+ 22
f(:l:‘)— ($2_1)2 o <x2_1>2'

Den #r aldrigt noll, eftersom 1 + 22 > 0, sa finns inga extrempunkter.

For att hitta mojliga inflektionspunkter vi rdknar

C22(2? =1 = (@ + Dda(@® = 1) 22(@® 1) = (@*+ 1)z 22° +6a

o= CE @op @




Vi ser att f”(z) = 0, nir 22° + 62 = 2z(2® 4+ 3) = 0, dvs. néir z = 0. Punkt 0 &r en
ar mojlig inflektionspunkt.

Teckentabell:
x —1 0 1
'l — ledef.| — | — | —|edef. | —
"1 —|edef. | + | 0 | — |efdef. | +
FINc]ejdef | N | N\ | N\ | gfdef. | N
fl N ledef. | U |ip. | N |ejdef. | U

Fran teckentabell, vi ser att 0 &r en inflektionspunkt, eftersom f byter fran konvex
till konkav.

Fran teckentabell, vi ser att f &r avtagande i varje delintervall av Dy: (—oo, —1),
(—1,1) och (1,00). Vi ser ocksa, att f &r inte véixande pa nagon intervall.

Ocksa, f ar konvex i (—1,0) och (1,00), och konkav i (—oo, —1) och (0, 1).
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4. Beriikna Taylorpolynomet for f(x) = In(1 + 2?) av ordning 4 kring x = 0.  (6p)

Losning: Taylorpolynomet av f av ordning 4 kring z = 0 ges av:

/ " (3)
PO, O 100, SO

FU0) 4

xT .

Py(z) = f(0)
Vi riaknar:

f/(LL‘) = 13_&;2




f//(x) _ 2-2¢2

(1422)2
fO) = s
127 $2 —0ox £E37 X
f(4)(x) _ (12 12)(1(Jlr+x)2)§ (423 —12z)
Sa, f(0) =1, f/(0) =1, f/(0) =2, f®(0) = 0 och f®(0) = —12. Darfor
_ 1) f10) o fO0) 5 fU0) 4 o, 2
Ps3(x) = f(0) + T T TR RETE e
5. Beridkna gransvérdet
lim (z2)*".
z—0

Losning: Skriv 22 = ™). Da (22)*" blir e %) = e¥™®) dir y = 22. Vi ser att

lim(2?)* = lim ¢/™® = lim /@

)
z—0 y4>0+ y4)0+

(6p)

dir f(y) = yIn(y). Eftersom ¢t — e’ &r kontinuerlig, vi vet att om lim, 0.+ f(y) = A

existerar, da lim, o+ e/ = 4.

Observera nu att !
) ) ny —0
hm — ]_lm Y 2 _’7 ,
y—0t f(y) y—0t él/ o0

som dr en obestdmd uttryck. Vi far anvéinda I’'Hopitals regeln (dvs. ta derivator av

tdljaren och ndmnaren) och fa

1
lim f(y) = lim —Y~ = lim —y =0.

y—0t y—0t — el y—0t

Det foljer att
2
lim (23" =€’ = 1.
z—0

I denna uppgift man kunde ju rdkna gréansviarden direkt med x varibeln. Ocksa,
gransvirdet lim, o+ yIn(y) behover inte motiveras sa mycket, eftersom vi har gatt

genom de typiska gransvéarder i foreldningar.

6. Bestdm ekvationen for planet som innehaller punkterna A = (1,0,3), B = (1,5,6)

och C' = (3,2,0).

(6p)

Losning: Planet innehaller vektorer 1@ = 5j + 3k, och f@ = 21 4+ 25 — 3k. Vi kan hitta

normalen med hjalp av kryssprodukt
S
n—AD x AC — 3| = —21i + 65 — 10k.

N O =
N Ot



Losning:

Losning:

Planet bestar om alla punkter P = (z,y, 2), for vilken ﬁ = (zx—-1)i+ (y —
0)j + (# — 3)k &r vinklelrdt mot n. Denna kondition kan vi undersoka med hjilp av
skalarprodukt:

AD-n=—21(z — 1)+ 6(y — 0) — 10(z — 3) = 0.

Alltsa, planet ges av
21z — 6y 4+ 10z = 51.

. Hitta en enhetsvektor w som &r vinkelrdt mot bada u = 1—2j5+k och v = —i+45+k.

(6p)

Vi forst hittar en vektor n som ar vinkelrdt mot v

k
n=uxv=|1 =2 1|=—-6i—2j+ 2k.
1

Vi riaknar |n| = /36 + 4 + 4 = 2¢/11. Vi ser att

1
W= ———(3i+j — k)

V11

ar en enhetsvektor som er vinkelrédt mot v och v. Visst —w passar ocksa.

. Visa att funktionen f(z) = In(z)e™*" med definitionsméngd D; = (0,00) tar sitt

storsta virde i (0, 00), men tar inte sitt minsta vérde i (0, 00). (4p)

Observera att lim,_,o+ f(x) = —oo. Fran denna observation, det foljer att f inte tar
sitt minsta virde i (0, 00).

Observera att f(e) = e > 0, och att f(z) < 0, om z € (0,1). Det &r klart att
lim, o f(2) = 0. Dérfor, hittar vi M > 0, s& att f(z) < e, om = > M. Det
foljer att det storsta virdet kan inte hittas i (M, 00).

Det storsta virdet (om det finns) hittas darfor i [0, M]. Men, eftersom f &r konti-
nuerlig, f tar storsta vérdet i en sluten intervall [0, M].



