LOSNINGAR TILL TENTAMEN FOR MVE460
Tisdag den 27:e oktober 2020, 830 — 1230

1. Bevisa att: Om f'(z) = ¢'(z) for varje = i ett interval I = (a,b), da &r
f(x) = g(x) + ¢ pa x € I for nagon konstant ¢ € R.

Se kurslitteraturen (Adams s. 142, Satsen 13, Avsnitt 2.8). Anvinda satsen
for h(z) = f(x) — g(x).

2. Om vi raknar direkt

lim e 1 ftanz - f(zx) _0 29
#—0  xsindz =0 g(z) 0

Enligt L'Hopitalssatsen (Adams s. 231).

d d
_ — _ _(p7 T _ 1 — _ 2
dxf(:r) o (e + tanx) e " +sec”w

d

%g(a:) = ﬁ(.r sin 3x) = sin 3z + 3x cos 3z

flz) _ lim fla) _-1+1_0 _,,
20 g(x) x—0 g’(x) 0+ 3.0 0o

Sa deriverar vi igen:
f(x) = d—zf(x) = i(—e_r +sec’ ) = e + 2sec’ rtanx
dx? dx
d
g"(x) = @g(x) = %(sin 3z 4 3x cos 3x) = 6 cos 3z — 9 sin 3z

Och nu har vi




Losning: Definitionsméngden Dy:

r—2#0—>2#2—=Df=R\ {2} = (—00,2) U(2,+00).

Funktion f ar ett kvot mellan tva differentierbara funktioner pa domanen Dy,
sa ar funktionen f i sig differentierbar pa samma domén. Eftersom differentiering
betyder i kontinuitet &r f ocksa kontinuerlig i samma doméan Dy.

Nu analyserar vi funktionens gransvirden nir z gar mot 2
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630/2 1

li = — el =
xigi (:1: — 2) O+€ +00
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: /2 _ 1_
g;llgl, &= 2)6 0 e 00

Da &ar x = 2 en vertikal asymptot. Nu analyserar vi funktionens gréansvéirden nér
x gar mot oo

: /2 _
xl_l)I_’I_loo (= 2)6 +00
1
lim "% = 0_

z——o0 (x — 2)

Sa y = 0 ar ocksa en asymptot och f(x) &r negativa virden mot noll, nir x gar
mot negativ odndlighet.

f(0) = —3e° = =1, 84 (—00,0) C Vy=funktions virdeméngd.

Vi analyserar funktionsderivat for att hitta lokala min- eller maxvérden.

’ _ N2 z/ 1 x/ / _ -2+ (SL’ — 2) z/
f(.CE)— ('T 2) 26 2+2($—2)6 27 f(x) - [ 2(1__2)2 ] ?
f'(x) = [Q(xx—jgy]exﬂ =0— 2 —4=0— z =4, kritiska punkten.

—14
f'(x) = [2(6—2)2]696/2 >0—x—4>0—x>4,1féar vixande
x_
f(x) = [ﬁ]ezﬁ <0—=x—4<0—2x<4,féir avtagande .
x_

Att analysera om funktion ar konkav eller konvex, behover vi titta pa andra
derivata av funktion f.

28 20
f(z) = [%]«ex/2 > 0,42 =82 +20>0o0ch (z—2)*>0— 2> 2,
x_
Sa ér f konvex = concav up for x € (2, 400)
28 20
(x) = [%]Ex/2 <0, 2> =82 +20>00ch (z—-2)°< 00—z <2,
x_

Sa ar f konkav = concav down for z € (—o0, 2).



Eftersom f”(4) > 0 dr den kritiska punkten en punkt av minimalt vérde och
det lokala minimum &r f(4) = 1e* ~ 3,695. Och nu kan vi bestimma funktions
viardeméngd: Vy = (—00,0) U [f(4), +00). Och funktions graf &r given i figur:

4. f(x) = cosz. Py(x) ar Taylors polynomial av grad 2 utvecklades runt a. E3(x)
ar felet nar den odndliga Taylors serien trunkeras som Py (z)

/a 1" a
Po() = 1) + L0 oy + L0 oy
"
Es(x) = ! SEC) (x —a)®, ¢ mellan x och a.
Nu raknar vi allt:
P = =15 = (- a) = () = 5

Fla) = cos(%) = 22, f'(a) = —sin(%) = —Z, f"(a) = — cos(T) = —L2
f"(t) = sin(t), s



P ) = con(T) ¢ — BTy ZeRlB) T
ToNVZ V2, om. V2, om,

Pp) =5 —5 g0+~ (=55)

P2(47;5) = gu + % — %(;—6)2) = 0.766121025621

Eftersom det finns £ > 0 s& att |f"”(¢t)| = |sin(t)| < k {o6r ¢ mellan = och a,
|f"(t)] < sin(F) = \/75, kan vi uppskatta error E3(t) som gors i approximationen
av f(t) av Taylorpolynomet Py(t).

k s 1V2
|E3(t)] < g(ﬁ —a)’ = 62

™

36)3 = 0.00007832057506 = «

(
S
[f(2) = Pa(z)] < v = Po(x) — v < f(2) < Po2) +

Och en mojligt interval &r 0.766042705046 < f(z) < 0.766199346196.
Enligt Corollary A, sida 273:

f(x) = Pi(x) + Ey(z), och néir Ey(x) =cx* f" <0,c= (z —a)?/2 >0,

da har vi f(z) — Pi(z) = Es(z) < 0 — f(z) < Pi(z).

Nu har vi
f(x) = Py(z) + E3(x), E3(z) = c* f” < 0, eftersom ¢ = (z — a)® < 0, och
f"(@) /31 >0 = fx) = Py(x) = Es(x) <0 = f(x) < Py().
Dé kan vi minska intervalet var f(x) finns:
Py(x) — 0.00007832057506 < f(z) < Pa().
0.766042705046 < f(z) < 0.766121025621.

d
5. Rikna d—?,om y(t) = cos(t)"W 0 < t < /2
For att 16sa denna uppgift maste vi anvanda logaritmisk derivering: Sa borjar
vi med att skriva pa generellt sitt:
y(t) = f(t)9D, f(t) > 0,Vt € Dy, Dy= definitionsmingd av f
Sedan tillampar vi logaritm pa bada sidor:

In(y(t)) = In(f(t)*") = g(t)In(f(t))



Nu deriverar vi bada sidor med hjilp av kedjeregeln och produktregeln :

(v(1) = (S g(NIn(F(0)) + g() S In(7(1)
1

L9 ) = dinir0) + g<t>%t)f'<t>

Vad vi vill erhéllas genom isolering 4 (y(t)):

d / !
V0 = WO Om(F0) + 90 705

Med den héar formula kan vi rédkna derivata av ursprunglig funktion:
y(t) = cos(t)™®: Sa f(t) = cos(t), g(t) = In(t): Och svara &r:

%y Coi@ (— sin(t))

f'(@)]

() = (cos(t)l”(t))[%ln(cos(t)) +In(®)

~—

d

Ey(t) = (cos(t)l”(t))[%ln(cos(t)) —In(t)tant], 0 <t < 7/2

6a. Bestdm ekvationen for planet I som innehaller punkten P=(1, 2, 3) och som
&r vinkelriit mot linjen L med riktningsvektor o = (2,1, —1) .
Losningen ar enkelt eftersom punkten och den normala vektorn bada ges direkt
i fragan.

En generisk punkt X = (z,y, z) fran planet II bildar tillsammans med den
kiinda punkten P=(1,2, 3) en vektor PX som tillhor till planet II. PX ir vinkel-
riitt mot den normala vektorn v = N = (2,1, —1), per definition. Sa:

PX N=@x—-1,y—2,2-3)-(2,1,-1)=0=>:204+y—z2=1

6b. Bestdm avstandet mellan punkt A=(1, —2,5) (som &r pa linjen L) och planet
I1, d(A,1I). Ge den tre ekvations former av Linjen L. Losning:

Punkten A = (1,—2,5) tillhor till linjen L, men inte till planet II, dérfor att
punktens koordinater uppfyller inte planekvationen, 2(1)+1(—2)—1(5) = —5 # 1.
Sa bildas AP = (1 —1,2+2,3—5) = (0,4, —2).

Dé avstandet d(A,II) = ||A_P/\7|| _ \A‘”%Vl‘

V| VA+1+1 V6



6c. For att skriva linjens ekvationer borjar vi med: Alla punkter X som tillhor

L ska bildas en vektor AX som ir parallel tillriktningsvektor o = (2,1,-1) .

Att vara parallel betyder det att AX = AT, med )\ € R. (i) AX =\7 = X =
A+ 2T

T 1 2
Vektor parametrik ekvationav L: |y | = -2 +A| 1 |, AeR
z 5 —1
r= 142\
Skalar parametrik ekvation av L: ¢ y = —24 1A, X € R Standard ekvation
z= b5—-1A
av L:
r—1 y+2 =2-5
2 1 -1
7. Echelon form av [A|B]
2 3 6\ L;pivotrad
1 -1 0
2 3 0 1 L3 — L3 + 2L1
1 2
01 — Ly pivot rad
07 6 13 L3+ L3 —TL,
3 6
0 1 -1 0

0 0 13 13/ L3+ L3
1 2 3 6 L1 — L1 — 3L3
01 -1 0 L2 < L2 + L3
0 0 L3 pivot rad

1
3 Ll — Ll — 2L2
1| Lo pivot rad
1

~/
o o
o~ N
_ oo =

1001
010 1] =[AB]
(0011
Da
1
X=B=|1



