F1.3b_Lecture 2.1 integrals

den 6 november 2020 08:35 /\
V- @i‘/
Lecture_2.1_integrals '\
[

Volum av rotationskroppar. Baglingd, rotationsytor. Adams
7.1, 7.2, 7.3

Volum av rotationskroppar. Baglingd, rotationsytor.
Integration av rationella nttryek, partialbraksuppdelning. Exempel med inversa substitu-
tioner.
Generaliserade integraler av ofindliga funktioner och generaliserade integraler dver ofindliga
mtervall.

Volum av kroppar. Metod med skivor. (i)

Vi vill infira begreppet volum av en godtycklig kropp och biicjar med att skiira kroppen i
stort antal tynna parallella skivor med plan ortogonala till i - axeln som pa hilden.

Lat snittet mellan sadana plan och kroppen ha arean A{x) beroende pa punkten x diir %
planet skiir & - axeln. Vi forutsitter dessutom att A(z) &ir en kontinuerlig funktion av_r.
Lat a och & beteckna minimala och maximala r - koordinater [ punkter inom kroppen. For

att beskriva bilden ovan med formler infér vi en indelning av intervallet [a, 3] med punkterna

Ty 10 Ly ey Ly 58 At @ = oy och b = r,, och betraktar skivor som plan genom dessa punkter
skiir av koppen.

Den konstruktioner paminner resonemang som vi genomfBrde e att definiera Riemanns
summor och bestdmd integral. Det &r naturligt att tinka om kroppens volum som sumiman av
volum for alla skivor som kroppen bestar av.

Sedan approximerar vi varje skiva med en (vildigt flat om n #ir stort!) eylindrisk skiva som
har bottens arean A(e,) och hijden A(x,) — x, — ;. Punkten ¢, & nagon punkt mellan x, och
g, e pa bilden
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Dessa eylindrar har volum V; = Ale;) Alx;). Vi approximerar kroppens volum med summan
av volumer av alla dessa cylindriska skivor:

n
V = i;’l{c,-]f_\[,t',-] - Z- A \I\..
o S [

Detta dr Riemanns summa for kontinuerliga funktionen A{x) éver intervall [a, 4. Med att
beriikna grinsviirdet av den summa med n — o och [A(z;)] — 0 far vi en bestémd integral av
snittens area A(x) som ér naturligt att betrakta som kroppens volum:

& :
v j b 1(1@ . "111’1;1‘ Z Aleg)Alz;) (1)
@ | Az )| —0 j=1
—_— —

I praktiska sitnationer iir det ett sirskild problem att beriikna arean A(x) for en konkret
kropp. Den typ av problem kommer att betraktas i tredje Lisperioden,

Volum av rotationskroppar.| Metoden med skivorﬁi (1)

1 fall med rotationskroppar dir det litt att berfikna arean A{x) eftersom snittet av en rotation-
skropp med plan ortogonala mot rotationsaxeln fr cirkelskivor.

Om figuren / begriinsad med kurvan y = f(x}, linjen y = 0, och linjer o =aochr=b
roteras runt o - axeln, den bugger en rotationssymmetrisk kropp.

Snittet av den kroppen med ett plan ortogonalt mot @ - axeln genom punkten xir cirkel

AV\= A(C" )Ax(

AN & A Ax  (oiscale)

L in

aN “_Z Aydx  (onknuous )

med radien |f(x)|. Arean A{x) av det snittet dr lisa med Tr(_f{:r)]"!, Formeln for volum or <,_+\j\7\>

rotationskroppen [Bljer da [ran allméinna formeln ovan. R
T2 r= fon
Exempel. Volum av ett klot.
_ Beriikna volum av ett klot med radien a. Fit klot kan genereras med rotation a en halv
cirkelskiva av radien a, runt r- axeln, see bilden

Randen av cirkelskivan dr en cirkel med ekvation y(x) Va2 — a2, Volum beriknas da

Qcy)

2

b
\/_: I %), dX

'S

0
=
&

1V\-\etxm:\-t&n 0£ a ?olymw‘a.o Covo,i;d-_zr'.\'\j Hat

enligt allméinna fi In:
enligt allménna formeln _Q .S an even euﬁc‘\ﬁg'f\
—_—

a ) a 2
v T {U{J:)}Zri::: r/ ( :;.2—.1:2) dr

a . N "
';Tj {:}.2 — J.'-z) da fnkt Iun' 2rj ['a"} — .1'2} i
a4 S— = < Jo A

o= o

A

) 21 a 1 2
2 (a: - %) 27 (a3 - %) iﬁﬂz ven. A\=A2
370, E E
— —y *
E‘.war. Volum = gma’. g _Px)dx =
~— -a

Exempel
Bertikna volum av kropp genererad med rotation av begriinsade figuren mellan y - axeln
och kurvan x — 2y — y? - runt y axeln. Se bilden.

x=§ey)

A - Te?

[aac—]

Now r= 5,17(\
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Now r= (o) '
gl —0-
3

% (4 ) Oovnd OXx 7 Qavova d 0y

Parabeln x = 2y — y* har rétter y = 0 och y = 2.

Ett plan genom punkt y pa y— axeln, ortogonal mot y - axeln som dr rotationsaxeln, skir
av en cirkelskiva med radien r(y} = 2y — y* fran kroppen. Volum representeras med integral
med avseende pa y i det fallet.

2 2
Velum = w [ 2y — y*)dy == / (45 — 4y + y*) dy
= Jo SO —

——
2
4 4 o
T (ﬁya — IT} 1 54;")
32 32 16
_ e '
H ( 3 1005 ) "5

Svar: Volum = 7120

—
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Volum av rotationskroppar. Metoden med cylindriska skal. I

Ibland #r det littare att betrakta annan metod for att berdikna volum av rotationskroppar.
Det hiinder om vi har en kurva definierad som graf av en funktion av z: y = f(r), men
rotationsaxeln dr inte r axeln men y - axeln. For att anviinda metoden med skivor i det fallet,
maste man uttryeka r som funktion av y. Det kan vara svart eller helt omiijligt, speciellt om
funktionen [ ovan saknar inversalunktionen.

I det fallet &r det littare att approximera kroppen inte med cirkelskivor, men med cylindriska

skal som pa bilden.
Hymme = 'b':; .-
1 SR RN . @ "‘j .‘Jl}+(!,
oS <«

AW

- a2t .de (one
N-RTHEE )

1

Volumen dV av tynna eylindriska skalet med tjockleken dir som pa bilden, kan approximeras
S0
dV = f(x)27ade (2)

diir 2mrdr & oarean av botten av cylindriska skalet och f(x) &r dess hijjd, sa att volumen &r
produkten av bottens area och hitjden.

Totala kroppens volum kan framstéllas da med integralen Me-\-\\bd

b
\ 1.-:f _f(m]?."r.rdg:

genom grinsivergangen av Riemanns summor pa samma st som tidigare volum med hjilp av
skivor.

Adans po 333
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Exempel.

Beriikna volumen av rotationskroppen som dr byged da liguren begriinsad av parabeln
y=2r —x?  och intervall [0,2] pa & - axeln, roteras runt y - axeln.

Vi betraktar hiir samma figur mellan parabeln och koordinataxeln som innan, .

oY

men roterar den runt annan axel.

Bilden pa roterande kurvan y g: —

—
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405 . Adams
Exempel. ?0-%

Beriikna volum av snittet av tva likadana eyvlindrar med radier lika med a, och med axlar
som skiir varandra och #r ortogonala mot varandra. En attonde del av kroppen dr framstilld
pa bilden.

Snittet av den attonde delen av kroppen pa héjden = fir kvadrat med sidan v/a? — 22, Dess

area fir Az} a?— 22

a ]
Volum = Sf (a? — 2%)dz = (ﬂuz — '—)
o 3
n

Baglingden fir funktions graf % :‘—3 ?0-0&(- 40@

Bagliangden av en godtveklig kurva kommer att betraktas i tredje lisperioden.

u_Eu

0

P F

Ideen med lingdens begrepp Bljer sanuna spar som begreppet med Riemans sumimor
och bestimd integral. Man approximerar kurvan med hjdlp av ett polygon och betraktar
grinsviirdet av polygonets lingd (i fall den existerar) da antalet segment i polygonet gar mot
adndligheten och linderna av alla segment gar mot noll.

Vi kommer atl betrakta hiir bara [allet da kurvan av intresse dr grafl till en unktion med
kontinuerlig derivata.

Lat f vara en funktion definierad pa ett slutet begriinsat intervall [a, b] som har kontinuerlig
derivata f' diir. Lat € vara kurvan som fir graf till funktionen f. Vi vill definiera lingden av &
som grinsviirdet av approximationer av den kurvan med polygon med lingdena av alla segment
som gar mot noll och antalet segment som gar mot odndlighet.

Fir en indelning av intervallet [a,b): {a = xq, 21, 22, ..., 7, = b} vi betraktar polygon som
gar genom punkter P, = (x,, f(z)), i =0,1,...,n.

Liingden av polygon genom dessa punkter #ir summan av lingderna av segment mellan
konsekventa punkter F,_joch £ :

o= |P= Pl = {mi—wa 2+ — i) =
Vi — a2 = (fe) = flaea))?

Liangden av hela polvgonet genom punkter Fy, Py...., Py, P, dr

L. _Z |P, = Py Z} Ve =z 2 () = [le))?

n |f—_
- GO L (%)

G
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dir Alxg) = o — x|
Vi ligger miirke till att enligh mellanviirdessatsen ([Br derivator) linns det en punkt o, €

(i1, 7;) sadan att
(i) — flwica)

[z — xi4)

L. =(\!| F (e ( AXL\B

—_—
dr Riemanns sumima [6r funktionen V"l +(f{x)) och har ett unikl griinsvirde fa n — o0 och
—_—

Je)

Hiirifran féljer att summan

Alx) — O
. b b ‘ 2
\W‘E"“‘“"t___) L,ﬁ- 5(€) ] V1 () e f ‘Jh } (%) dr (1)

soin fir naturligt att tolka som baglingden av kurvan &,
Man kan ocksa tolka den integral lite fritt som integral dver baglingdens "element” ds:

r=b
s:f ds
T=a

diir med hjilp av lite [ria beteckningar ds v 14 (%}?ﬂfl‘ och (%d‘i} dy kommer vi till
relationen . . ;
(ds)* — (da)* + (dy)*

dér manlitt observerar uttrycket av Pythagorsatsen:

ds dy

dx

=1
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Exempel

Bestim lingden av bagen pa grafen av funktionen y — +** fsr # mellan @ — 1 och o — &,
dy(x) o

dr  dx
och V% = 0 dér, Lingden av bagen r framstilld med formeln

f0r2% 1 1
5 f [0 (y () dx f A1 —1-2’3dr / f?z“ls di

) = 3° 7% och dr kontinuerlig mellan = = 1 och x = 8 (inte tverallt!)

213
4
NTSIE .
/ :.1‘“3{ variabelbyte : (Eu G.r']- Sl
1

ul(l) = 13;  w(®) =40

40440 — 1313
. 27

1 45
—f u'Pdu —u“"z
I

Arean av rotationsytor

Axis

Arean av rotationsyta genererad med rotation av en graf av funktion y = flx) runt = -
axeln kan definjeras som grinsvirdet av summan av areor av strimlor som pa bilden som fas
med att skiira ytan med plan ortogonala mot r - axeln genom punkter x; pa r- axeln.

Arean av en sadan tynn strimla approximeras vil med produkt av dess lingd och dess As;:

S, = (Strimlanslingd) (x;) = As,

Varje strimla har lingden lika med lingden av cirkeln med radien r(z;) = f{z;) i det fallet. ¥

observerar ochsa atl st rilnpalu-s bredd dr As, 1+ () 2A ()

Detta medftr att 5, = 27r(x;) ® As; och hela ytans area approximeras med

Ay =32l x Asi = 3 2rr(e) /1 ()P A )
=1 =1
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Det #ir en Riemanns summa av funktionen 2mr(a)/1 -+ ( f'{x))% Efter grinstvergangen med

n — o0, fas utirycket [Br arean

,'11"riifl=f 2rr(x)y/ 1+ (fflx))*de (5)

eller for r(z) = f{x) forenklas formeln till

b
Area f 2 | flae)| 1+ ()2 (6)

Vi paminner att i det [aller roteras grafen av lunktionen y — f{x) runt r-axeln.
I fall da grafen av funktionen y = f{x) roteras runt y-axeln dr det l&tt att se att r(z) = |z
och samma formel ser utl som

b
Area = [ 2 |z| 1+ (fz)) e (7

Det kan uppsta tva fall till da betraktas grafen av funktionen x = g(y) som kan roteras runt
& - axeln eller runt i - axeln. Det fr inte rimpligt att memorera alla dessa formler och &r mera
praktiskt att komma ihag logiken bakom hur de uppstar i nagot fall, och skriva dem dem sjily
fiir varje konkret fall.

(1)
y:Jl'2
ds

Figure 7.28  The area clement is a
horizontal band here

Exempel.
Bestdm arean av ytan som #r skapad med rotation av en bage av parabeln y = o for
0< <1 runtl y - axeln.

Det dr ldtt att se [ran biilden att arean i det fallet framstilles av [Bljande allmén formel

b
Arean 21+ (') Pde
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I vart konkreta fall med f(x) = 2?2 ser fomeln ut som

1 1
Arean 2:[ ry 1+ [21'}2(&: ?ﬂf a1+ dx?dr
1] i}

Det #r lampligt att infora en ny variabel u = () = 14 4a?, du = Sede, w(0) =1, u(1) = 5.
Arean utitrycks da som

i Y T o
Arean = — w2y = —‘u'“|
1/, 6

5

T
16

(sﬁ— 1)

10

MVEA465 Page 10



