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Exercise 30

Systemet som ska losas ar

Ugy = Ut + ¢(T) <= Ugp — q(T) = Uy (1a)
u(0,t) =0, wu(l,t)=1 (1b)
u(z,0) =z, w(x,0)=0, (1c)

dér g(z) = 1. Observera &r att foljande system har icke homogena boundary-conditions (u(1,t) =
1). Ytterligare, differentialekvationen &r icke homogen da det finns en kéllterm (g(z)). Sam-
mantaget, da homogena boundary-conditions och en homogen PDE krévs for variabelseperations-
metoden gar det inte att 16sa Eq. [I| med variabelseperation.

Strategin vi anvander for att 16sa Eq. ar att ansdtta att losningen &r pa formen u(x,t) =
v(x,t) + s(z). Insdttande av denna ansats i Eq. [1] ger

Vez + Sza — Q(CU) = Vit (2&)
v(0,t) +s(0) =0, o(l,t)+s(1)=1 (2b)
v(x,0) + s(z) =z, v(x,0)=0. (2¢)

Genom att nu sitta s, — g(z) = 0 och att s(0) = 0,s(1) = 1 forsvinner kéalltermen ur Eq.
Ytterligare, v(z,t) kommer fa homogena boundrary conditions. Sammantaget, dessa krav pa s(z)
resulterar i att 16sningen till u(x,t) kan erhallas genom att l6sa en ODE

Szz — q(x) =0
1 (3

s(0) = g, s(1)=1

~

och ett homogent PDE-system

Vg = Vgt (4a)
v(0,t) =0, ov(1,t)=0 (4b)
v(z,0) =2 —s(z), wv4(x,0)=0. (4c)

Sammantaget, genom att ansétta en l6sningen pa formen u(x,t) = v(z,t) + s(z), och dérefter
stalla krav (s — ¢ = 0,s(0) = 0,s(1) = 1) reducerar problemtet att 16sa for u(x,t) till; 16s en
ODE (Eq. [3)) och 16s en PDE (Eq. 4) med variabelseperation.

Om vi borjar med ODE:n (Eq. , 16sningen erhalls genom att integrera tva ganger och darefter
stoppa in randvilkoren. Detta resulterar i

s(x) = ——+ — (5)

Angéende PDE:mn (Eq. [i]), ansétt v(z,t) = X (2)T'(t). Genom att sitta in denna ansats i systemet
och dividera med X (z)T(t) erhalls

- S (6)
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Att kvoterna &r lika med konstant foljer fran att likheten ska gélla for alla ¢ och = i 10snings-
spannet. Ytterligare, A = —p? siitts som en positiv konstant for att vi ska erhalla realistiska
losningar (vagor). Eq. [6] belyser att X (x) och T'(t) erhélls fran att losa tva ODE:er

Xopw + X =0 = X(x) = A,cos(px) + Bysin(ux) (7a)
Tyt + p*°T =0 = T(t) = Cycos(ut) + Dysin(put). (7b)

Vilket betyder att
v(z,t) = X(2)T(t) = (Ancos(px) + Bpsin(ux)) (Cneos(ut) + Dysin(ut)), (8)

dér konstanterna A,,, B,,Cy,, D, och u erhalls fran rand- och initialvilkoren. Om vi bérjar med
forsta randvilkoret far vi att (notera att nedan anvénds cos(0) = 1 och sin(0) = 0)

0=10(0,t) = A, (Cprcos(ut) + Dysin(ut)) = A, =0, (9)

ty A, =0 ar enda séttet v(0,t) = 0 for alla ¢. Det andra randvilkoret ger att

0 =wv(1,t) = Bysin(u)(Cncos(ut) + Dysin(ut)) = p=nm, n=1,2,..., (10)

da B, = 0 dr en 16sning vi inte &r intresserade av (vi vill att v(z,t) # 0). Da varje n = 1,2,...
16ser Eq. [4] vet vi att den allménna l6sningen for v(z,t) enligt superpositionsprincipen ges av

o0

Z C cos(nmt) +Dns1n(n7rt))sin(mrz) (11)
med tidsderivata (notera att vi bara deriverar varje term i summan)

Z n( — Cpsin(nt) + Dncos(mrt))sin(nﬂ'x) (12)

dir C,, = C,,B,, och D,, = D,,B,,. Dessa tvé kvarvarande konstanterna erhalls genom initialvilko-
ren. Det forsta initialvilkoret ger att

v(z,0) =z —s(z) = se=1) = Z (C’n cos(0) +D,, sin(0) )sin(nrz) =

n=1 =1 =0 (13)
r(x—1) A
5 = nz::l Cpsin(nrz).

Sammantaget, Eq. |13|visar att C,, &r Fourier-koefficienterna till sinus-serien for f(z) = x(z —1)/2
med perioden L =1, d.v.s

L ) - o
- %/0 f(x)sin(nrz)dr = 2/0 Msin(nﬂ'l‘)dx - M (14)
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Det andra initial-villkoret ger att
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(z,0) =0= E nm(— Cy sin(0) +D;, cos(0)) sin(nz)
R/_/ ~——
=0 =1 (15)
= 0= E Dnsin(mrx) = D, =0.
n=1

Notera att D,, = 0 da Fourier-koefficienter till f(z) = 0 &r 0. Givet Eq. [14] och [15]| erhalls att

2 — :

=3 Z cos(mrt)sm(mr;v). (16)
Da var sokta 16sning u(x,t) = s(z) + v(x,t) erhalls darfor att

u(z,t) = Ty sz + % Z (_?l#cos(mrt)sin(mrm). (17)



