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Exercise 7.11

Formulering av FEM-ekvationer

Systemet som vi ska formulera en FEM-lösing till i denna uppgift är:

−u′′(x) = f(x)

u(0) = α

u′(1) = β

(1)

Notera att i uppgiften är f(x) = 0, och vi har ocks̊a givet att steglängnden h = 1/3. Dock för att
ge insikt i hur ett FEM-system ställs upp generellt kommer formulerandet av FEM-ekvationerna
här betrakta det generalla fallet med en godtycklig funktion f(x), och steglängd h = 1/N .

Det första steget i en FEM-lösning är att formulera variationsformuleringen. När man har ett
icke-homogent Dirichlet-villkor (u(0) = α i Eq. 1) behöver man definiera tv̊a rum:

V = {w : w′, w ∈ L2(0, 1), w(0) = α} (trial-rum)

V0 = {w : w′, w ∈ L2(0, 1), w(0) = 0} (test-rum)
(2)

D.v.s, har man ett icke homogent Dirichlet-villkor behöver man definera b̊ada ett trial-rum och ett
test-rum for att se till att om u löser variationsformuleringen s̊a löser u ocks̊a Eq. 1 (givet u har
en kontinuerlig andra-derivata). Givet detta s̊a kan vi nu formulera variationsformuleringen.

Variationsformulering: Finn u ∈ V s̊adant att:

∫ 1

0

(
− u′′(x)− f(x)

)
v(x)dx = 0, ∀v ∈ V0 ⇐⇒∫ 1

0

−u′′(x)v(x)dx =

∫ 1

0

f(x)v(x)dx, ∀v ∈ V0.

(3)

Observera att u och v inte ligger i samma rum. Nästa steg är att förenkla delen
∫
−u′′(x)v(x)

med partiell-integration för att f̊a bort andra derivatan:

∫ 1

0

−u′′(x)v(x)dx
P.I
=
[
− u′(x)v(x)

]1
0

+

∫ 1

0

u′(x)v′(x)dx =

− u′(1)︸ ︷︷ ︸
=β

v(1) + u′(0) v(0)︸︷︷︸
=0

+

∫ 1

0

u′(x)v′(x)dx = −βv(1) +

∫ 1

0

u′(x)v′(x)dx
(4)

Notera att v(0) = 0 p̊a grund av hur V0 defineras. Givet detta kan VF skrivas: Finn u ∈ V s̊adant
att

∫ 1

0

u′(x)v′(x)dx− βv(1) =

∫ 1

0

f(x)v(x)dx ∈ V0 ⇐⇒∫ 1

0

u′(x)v′(x)dx =

∫ 1

0

f(x)v(x)dx+ βv(1), ∀v ∈ V0

(5)

Nästa steg är formulera FEM-approximation uh. D̊a uh ska vara styckvis linjär krävs att vi skapar
en partition av x-axeln p̊a vilken uh är styckvis linjär. Därav definierar vi τh : xj = j ∗ h för
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j = 0, 1, . . . , N , där h = 1/N . Givet τh kan vi nu formulera rummen som krävs för v̊ar FEM-
formulering:

Vh = {w : w är styckvis linjär p̊a τh och w(0) = α }
V0
h = {w : w är styckvis linjär p̊a τh och w(0) = 0}.

(6)

Observera, givet nollskilt Dirichlet-villkor krävs det, likt variationsformuleringen, att tv̊a rum
defineras för FEM-formuleringen. Givet Eq. 7 blir FEM-formuleringen: Finn uh ∈ Vh s̊adant att:

∫ 1

0

u′h(x)v′h(x)dx =

∫ 1

0

f(x)vh(x)dx+ βvh(1), ∀vh ∈ V0
h (7)

För att finna uh som löser FEM-formuleringen (Eq. 7) noterar vi att Vh = span{ϕ0, ϕ1, . . . , ϕN−1, ϕN},
d.v.s varje funktion i Vh kan skrivas som en linjär-kombination av hatt-funktionerna ϕ0, ϕ1, . . . , ϕN
(Fig. 1). Observera i Fig. 1 att ϕ0 och ϕN är halva hattar d̊a det är troligt att uh inte är noll
p̊a ränderna (d.v.s uh(0) 6= 0, uh(1) 6= 0). Givet hatt-funktionerna gäller erh̊alls att uh kan skrivas
som

uh = ξ0ϕ0 + ξ1ϕ1 + . . .+ ξNϕN = ξ0ϕ0 +

N∑
j=1

ξjϕj . (8)

Figure 1: Hatt-funktionerna ϕ0, ϕ1, . . . , ϕN−1, ϕN som utgör en bas för Vh

Ytterligare, för att underlätta följande uträkningar kan vi notera att uh(0) = ξ0ϕ0(0) = ξ0. Ty, som
observeras i Fig. 1 är ϕ0 den enda hatten som är nollskild när x = 0, samt ϕ(0) = 1. Ytterligare,
utifr̊an definitionen av Vh (Eq. 7) vet vi att uh(0) = α, vilket medför att α = uh(0) = ξ0. Givet
detta, och Eq. 8, kan FEM-formuleringen skrivas; finn ξ1, . . . , ξN s̊adant att

α

∫ 1

0

ϕ′0v
′
hdx+

N∑
j=1

ξj

∫ 1

0

ϕ′jv
′
hdx =

∫ 1

0

fvhdx+ βvh(1), ∀vh ∈ V0
h ⇐⇒

N∑
j=1

ξj

∫ 1

0

ϕ′jv
′
hdx =

∫ 1

0

fvhdx+ βvh(1)− α
∫ 1

0

ϕ′0v
′
hdx, ∀vh ∈ V0

h

(9)
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Sammantaget, för att lösa för ξ1, . . . , ξN (och därmed uh d̊a ϕi är kända funktioner) behöver vi
N ekvationer d̊a vi har N okända. D̊a Eq. 9 ska gälla för alla vh ∈ V0

h behöver vi bara välja
N -funktioner fr̊an V0

h för att erh̊alla N -ekvationer. För att förenkla följande uträkningar väljer vi
bas-funktionerna ϕ1, . . . , ϕN , vilket ger följande ekvationssystem:

N∑
j=1

ξj

∫ 1

0

ϕ′jϕ
′
idx =

∫ 1

0

fϕidx+ βϕi(1)− α
∫ 1

0

ϕ′0ϕ
′
idx, i = 1, 2, . . . , N (10)

Sammantaget utgör Eq. 10 ett matris-system Aξ = b, där aii =
∫ 1

0
ϕ′jϕ

′
idx (vanlig styvhetsmatrix)

och bi =
∫ 1

0
fϕidx+ βϕi(1)− α

∫ 1

0
ϕ′0ϕidx. För att förenkla lastvektorn b kan vi notera att

βϕi(1) =


β ϕi(1)︸ ︷︷ ︸

=1

= β i = N

0, i 6= N

(11)

ty som observerat i Fig. 1 är endast hatten ϕN nollskild i x = 1. Ytterligare har vi att

− α
∫ 1

0

ϕ′0ϕ
′
i =


−α

∫ x1

0
ϕ′0︸︷︷︸
−1/h

ϕ′1︸︷︷︸
1/h

= α/h, i = 1

0, i 6= 1

, (12)

ty som observeras i Fig. 1 är ϕ1 är den enda hatten av ϕi, i = 1, . . . , N som överlappar med ϕ0.
Givet allt detta (d̊a A är vanliga styvhetsmatrisen med halv-hatt p̊a slutet) blir ekvationsystmet
för Eq. 1 följande:

1

h


2 −1 0 · · · 0 0
−1 2 −1 · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 · · · 2 −1
0 0 0 · · · −1 1




ξ1
x2
...

ξN−1
ξN

 =



∫ 1

0
ϕ1fdx∫ 2

0
ϕ2fdx

...∫ 1

0
ϕN−1fdx∫ 1

0
ϕNfdx

+


α/h

0
...
0
β

 (13)

Del-uppgift A och B

I uppgiften har vi f̊att givet att N = 3 och f(x). Givet detta erh̊alls att uh = αϕ0 +
∑3
j=1 ξjϕj

och systemet i Eq. 14 reducerar till (för att lösa b) stoppa in α = 2 och β = 3 i Eq. 14)

1

h

 2 −1 0
−1 2 −1
0 −1 1

ξ1ξ2
ξ3

 =

α/h0
β

 (14)

Vilket utifr̊an definitionen av vektor-matris multiplikation kan skrivas som:

1

h

(
ξ1

 2
−1
0

+ ξ2

−12
−1

+ ξ2

 0
−1
1

) =
α

h

10
0

+

00
β

 ⇐⇒
1

h

(
− α

10
0

 ξ1
 2
−1
0

+ ξ2

−12
−1

+ ξ2

 0
−1
1

) =

00
β

 ⇐⇒ 1

h

−1 2 −1 0
0 −1 2 −1
0 0 −1 1



α
ξ1
ξ2
ξ3

 =

00
β

 (15)
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