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Exercise 7.11
Formulering av FEM-ekvationer

Systemet som vi ska formulera en FEM-16sing till i denna uppgift ar:

' (a) = (@)
u(0) =« (1)
u' (1) =8

Notera att i uppgiften dr f(x) = 0, och vi har ocksa givet att steglingnden h = 1/3. Dock for att
ge insikt i hur ett FEM-system stélls upp generellt kommer formulerandet av FEM-ekvationerna
hér betrakta det generalla fallet med en godtycklig funktion f(z), och steglingd h = 1/N.

Det forsta steget i en FEM-16sning ar att formulera variationsformuleringen. N&r man har ett
icke-homogent Dirichlet-villkor (u(0) = « i Eq. [1)) behéver man definiera tva rum:

V={w:w,we L0,1),w(0) =a} (trial-rum)

VO _ . / o (2)
={w:w,we L3(0,1),w(0) =0} (test-rum)

D.v.s, har man ett icke homogent Dirichlet-villkor behdver man definera bada ett trial-rum och ett
test-rum for att se till att om wu 16ser variationsformuleringen sa 16ser u ocksa Eq. [1| (givet u har
en kontinuerlig andra-derivata). Givet detta sa kan vi nu formulera variationsformuleringen.

Variationsformulering: Finn u € V sadant att:

/ (—u"(z) — f(z)v(z)dz =0, Yve)’

0

1 1 3)

/ —u" (x)v(x)dr = / f(@)v(z)dz, VYve V.
0

0

Observera att u och v inte ligger i samma rum. Nésta steg &r att forenkla delen [ —u'(z)v(x)
med partiell-integration for att fa bort andra derivatan:

/ —" (2)v(z)dz = [—u'(x)v(x)], +/ o (z)v (z)de =
0 0
1 1
— /(1) v(1) +/(0) v(0) +/0 o (z)v' (z)de = —Bo(1) + /0 o (z)v' (z)dx

—— ~—~
=B =0

Notera att v(0) = 0 pa grund av hur V° defineras. Givet detta kan VF skrivas: Finn u € V sddant
att

/ o' (z)v (z)dx — Bo(1) z/ fw(z)der €V =
g . ®

/ o ()0 (z)de = / f(2)v(x)dz + Bo(1), Yove )V’
0 0

Nésta steg ar formulera FEM-approximation uy. D& wj, ska vara styckvis linjar kravs att vi skapar
en partition av x-axeln pa vilken wy &r styckvis linjar. Darav definierar vi 7 : x; = j * h for
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j=0,1,...,N, dir h = 1/N. Givet 7, kan vi nu formulera rummen som kréavs for var FEM-
formulering:

Vi, = {w : w ar styckvis linjar pa 7, och w(0) = « }

(6)

V) = {w : w #r styckvis linjér pa 73, och w(0) = 0}.

Observera, givet nollskilt Dirichlet-villkor krédvs det, likt variationsformuleringen, att tva rum
defineras for FEM-formuleringen. Givet Eq. [7] blir FEM-formuleringen: Finn u;, € V), sadant att:

/ uy, (x)vy, (z)dx = / f(x)vp(z)dz + Bup(1), Vo, € VP (7)
0 0

For att finna uy, som 16ser FEM-formuleringen (Eq. [7]) noterar vi att V3, = span{yo, ©1, ..., oN-1, PN},
d.v.s varje funktion i V} kan skrivas som en linjar-kombination av hatt-funktionerna g, ¢1,..., N
(Fig. . Observera i Fig. (1| att ¢p och ¢ &r halva hattar da det &ar troligt att uy inte &r noll
pa randerna (d.v.s up(0) # 0, up(1) # 0). Givet hatt-funktionerna géller erhalls att u;, kan skrivas
som

N
Uh=§0800+§1@1+-~-+€N</7N=§O<P0+Z§j%‘~ (8)
j=1

+Po O 7, 3 R Pn

S | I I 1

X0 X; h X2 X3 XN-1 XN
Figure 1: Hatt-funktionerna pg, @1, ..., oN—1,pN Som utgor en bas for Vy

Ytterligare, for att underlatta foljande utrdkningar kan vi notera att uy (0) = €y (0) = &. Ty, som
observeras i Fig. [/ &r o den enda hatten som &r nollskild néar = 0, samt p(0) = 1. Ytterligare,
utifran definitionen av V), (Eq. [7)) vet vi att up(0) = «, vilket medfér att o = up(0) = &o. Givet
detta, och Eq. [8] kan FEM-formuleringen skrivas; finn &1, ...,y sadant att

1 N 1 1
a/ wovpdr + Zgj/ @i de = / fopdx + Bop (1), Yo, € V) <=
0 0 0

Jj=1

1
0

N 1 1
ij/ Qivpde = / fopdzx + Bup(1) — a/ pvrdz, Yo, € VP
o 0 0
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Sammantaget, for att 16sa for &1,...,&y (och darmed u;, da @; &r kidnda funktioner) behover vi
N ekvationer da vi har N okidnda. Da Eq. |§| ska gélla for alla vy, € VP behover vi bara vilja
N-funktioner fran V) for att erhalla N-ekvationer. For att forenkla foljande utrikningar véljer vi

bas-funktionerna 1, ..., pN, vilket ger foljande ekvationssystem:
N 1 1 1
Zﬁj/ ap}(p;dz = / foidz + Bp;(1) — a/ wopide, i=1,2,...,N (10)
= Jo 0 0

Sammantaget utgor Eq. ett matris-system A€ = b, dar a;; = fol 90;- idz (vanlig styvhetsmatrix)
och b; = fol feidz + Bp;(1) — fol wopidr. For att forenkla lastvektorn b kan vi notera att

Bpi(l)=8 i=N
Bpi(1) =S 77 (11)
0, i#N

ty som observerat i Fig. [I] ar endast hatten ¢y nollskild i z = 1. Ytterligare har vi att

! —a [yt w0 ¢ =a/h, i=1
o M~
—04/ Popi = “1/h 1/h ; (12)
0 0, i#1
ty som observeras i Fig. [1| 4r ¢; &r den enda hatten av p;,7 = 1,..., N som 6verlappar med ¢g.

Givet allt detta (da A &r vanliga styvhetsmatrisen med halv-hatt pa slutet) blir ekvationsystmet
for Eq. [I] foljande:

2 -1 0 - 0 01[& ) o1 fda a/h
. -1 2 -1 -~ 0 0 o f02 oo fdx 0
A N : + | (13)
0 0 0 - 2 =1 |&v_s fol on_1fdz 0
0 0 o --- -1 1 En fOl on fdz 153

Del-uppgift A och B

T uppgiften har vi fatt givet att N = 3 och f(z). Givet detta erhalls att up = apo + E?Zl &ip;
och systemet i Eq. reducerar till (for att 16sa b) stoppa in @ = 2 och § =3 i Eq.

f2 -1 o] fa a/h

—l-1 2 1) lael=1]o0 (14)
hlo -1 1| ;

Vilket utifran definitionen av vektor-matris multiplikation kan skrivas som:
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