Matematik
Chalmers tekniska hogskola 2018-04-05

Tentamen Linjiar algebra D (TMV216), Linjir algebra GU (MMGD20)

Telefonvakt: Mattias Lennartsson, ankn 5325 Plats och tid: SB Multi, 14:00-18:00
Inga hjéalpmedel. Kalkylator ej tillaten.

Skriv val, motivera och forklara vad du gor.

Betygsgrianser TMV216: 20-29 p. ger betyget 3, 30-39 p. ger betyget 4 och 40 p. eller
mer ger betyget 5. Maxpoédng ar 50.

Betygsgréanser MMGD20: 20-34 p. ger betyget G, 35 p. eller mer ger betyget VG. Max-
poang ar 50.

Losningar kommer att laggas ut pa kurshemsidan forsta arbetsdagen efter tentamens-
tillfallet. Resultat meddelas via epost fran LADOK.

SVARochLOSNINGAR

1 En kvadratisk matris M sadan att M* = 0 for nagot heltal k& > 0 kallas nilpotent.
(a) Lat (3p)

I
oo o
oo R
o~o

Visa att M &r nilpotent.

(b) Bestdm determinanten for M i (a)-uppgiften. (2p)
(c) Lat M vara en n X n nilpotent matris. Bestdm determinanten fér M. Motivera (4p)
ditt svar.
(a)
001 000
M?*=MM=1]0 0 0| ochM’=MM*={0 0 0
000 000
(b) Svar: 0.
(¢) Determinanten blir alltid 0 eftersom 0 = det(0) = det(M") = det(M) det(M) . ..
det(M).
2 Lat
1 -1 5
A= 2 0 7
-3 -5 -3

(a) Svara pa foljande tre fragor. Motivera dina svar noggrant.



(i) Bestédm en nollskild vektor i nollrummet for A
(ii) Bestdm en vektor i kolumnrummet for A
(iii) Bestam rangen for A.

(b) Lat a1, as vara de tva forsta kolumnvektorerna i A ovan. Bestdm vy om

as - Uq

V1 = a OCh’UQZ(IQ— V1

V1 -V

(c) Lat aq, ay vara tva godtyckliga kolumnvektorer. Och lat

V1 = aq och Vo = Ay — a2 "vl’Ul
V1 -V
Visa att v; dr ortogonal mot wvs.
(a) (i) Los ekvationen Ax =0
1 -1 510 10 7/210
2 0 7|0 ~--~]0 1 =3/2|0
-3 =5 =310 00 00
—7/2 -7
dvs. ¢ =t 3/2 |, dar t € R. Lat tex. ¢t =2, vi far & = 3 | som
1 2
ligger i nollrummet for A.
5
(ii) En vektor som &r linjirkombination av vektorerna i A, tex b = 9
—11
eftersom )
1 -1 5 1 5
2 0 7 1| = 9
-3 =5 =3 ] |1 —11
(iii) Rangen = 2
1 —1 [ 1
(b) Vi har vy = 2 |,ay v, = 0] - 2 | =14,
-3 -5 | -3
1 1 —1 1
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(c) v1v2 =) (@ o1 - vlvl) a; (as alTalal) ai(az —a; alTal)
T a2Ta1




3 Lat 7 vara planet v —y + 2z = 0.

(a) Bestdm en normalvektor av lingd 1 till planet. (1p)
(b) Lat (3p)
Q=1I-2nn"
déar I &r 3 x 3 identitetsmatrisen och n 3 x 1 dr 3 x 1 normalvektor av ldngd 1
till planet 7w ovan. Berdkna Q.

(c) Bestdm egenvérden och egenvektorer till Q. (5p)
1
1
(a) n=—1| —1
61 2
100 9 1 100 1 1 -1 2
b)QQ=|010|-=|-1][1 -12]=|010]|-<|-1 1 =2|-=
00 1| %] 2 001 3] 2 -2 4
2 1 -2
1 12 2
31 -2 2 -1

(¢) Om wu dr en vektor i planet 7, sa &r Qu = wu, dvs. u &r en egenvektor med
egenvirdet 1. Det finns 2 linjédrt oberoende vektorer som &r ortogonala mot n,
sa egenvirdet har multiplicitet 2 (dvs. A\; = Ay = 1).
Det giller att Qn = (I — 2nnT)n = In — 2nn'n = n — 2n = —n. Dvs.
A3 = —1 med egenvektorn n.
(Man kan forstas ocksa stélla upp karakteristiska ekvationen och bestimma
egenvirden och egenvektorer pa vanligt sétt).

r=1-1
4 Latl =< y=t och lat 7 vara planet x —y 4+ 2z =1
z=—1
(a) Ligger linjen i planet = ? (Motivera ditt svar). (3p)
(b) Ar linjen parallell med planet? (motivera ditt svar). (3p)
(c) Bestam kortaste avstandet mellan planet och linjen. (2p)

(a) Nej linjen ligger inte i planet. Tex. punkten (0,1, —1) ligger pa linjen men inte
i planet.

(b) Nej, linjens riktningsvektor &r inte ortogonal mot planets normalvektor.

(c¢) Punkten (1,0,0) ligger bade pa linjen och i planet. Sa avstandet ar 0.



5 Lat

1 -1 1
A=[0 2 1
1 1 -1
(a) Ar A ortogonal? (Motivera ditt svar). (2p)
(b) Visa att om A och B ir tva ortogonala matriser, sa dr d&ven AB en ortogonal (4p)
matris.
(c) Lat f: R® — R vara en linjiir avbildning med A som avbildningsmatris. Vilken (3p)
1
vektor avbildaspav= | 1 |?
1

(a) Nej, ty ATA#T.
(b) (AB)'(AB)=B"A"AB=B"IB" =B'"B=1

(c) Los Ax = v.
1 -1 111 1 0 0] 1
0 2 1|1|~-~]0T10/1/3
11 -1]1 00 1[1/3
1

Svar: | 1/3 | avbildas pa v.
1/3




