1 Matematisk statistik LMA521, LKT325, HT
2020

Detta &r en av flera foreldsningar i inledande sannolikhetsldra och matematisk
statistik.
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2 Foreldasning 1

2.1 Lite om statistik
Vi inleder med lite deskriptiv statistik.

Ex 1.1 Givet 5 observerade virden pa restid mellan Vénersborg och Géteborg
C, enhet minuter:
{54.4,55.2,58.2,57.3,54.9}.

Man kallar detta ett oberverat stickprov av storlek n = 5.

Vad séger oss medelvirdet * = 56.0 och vad séger oss standardavvikelsen s =
1.65? Medelviirdet ér ligesmdtt och s (och s?) ett spridningsmatt. Det senare
beriknas via s2, som &r

1 n
s? = — ;(xl —7)%, med n =5 och 2o = 54.4, 3 =55.2,...,25 = 54.9.

Varfor man dividerar med n — 1 = 4 och inte med n = 5 forklaras senare i
kursen.

Ex 1.2 Vid ett observerat stickprov av storlek n = 100 av studietiden i ar
for ingenjorsstudenter, fick man medelvirdet = 3.5 och standardavvikelsen
till s = 0.5, enhet ar.



Kommentarer

e I det sista exemplet och i det forra har vi observerade viirden. Vi vet inte
direkt hur vi kan anvdnda dessa for att uttala oss om taget kommer i tid
eller om hur studenter klarar av att fa examen 1 tid.

e Lingre fram, nir vi liaser Matematisk statistik, kan vi lira oss om att
uttala kvalitativt och kvantitativt om sadana métvérden.

e Vigen till Matematisk statistik gar vi Sannolikhetsléra.

e Vi passar pa att skriva om standardavvikelsen:

n
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Vi observerar att uttrycket d&r > 0, eftersom i VL &r det en summa av
kvadrater.

2.2 Sannolikhetslira

For kunna berdkna sannolikhet, behovs begreppet hindelse.

Ex 1.3 En héndelse beskriver ett skeende, ex.vis hindelsen att vid ett kast
med en tirning, fa , sig, minst 5 poéng.

Hur sannolikheten beriknas, behdvs ett ett saannolikhetsmatt P pa hur
troligt det &r att fa denna héndelse.
For detta behovs begreppet wifall. For en vanlig tarning finns 6 utfall:

{1,2,3,4,5,6} =: Q.

Rummet (sannolikhetsrummet) innehaller samtliga utfall.

Ex 1.4 Att fa minst 5 poéng dr en hindelse, sig A = {5,6}. Hindelser och
utfallsrum foljer samma lagar som méngder. Darfor dr det bra att erinra sig den
méngdldra som man har lirt sig. For A géller att A dr en delhindelse till £:

ACQ.

Lat oss infora hindelsen att vid tva kast med en térning &r A som ovan men for
forsta kastet och hindelsen B att podngsumman for de tva kasten &r minst 9.



Intressant &r hur sannolikheten fordelas pa de 6 utfallen vid ett kast med en
térning. Det dr rimligt att for det forsta kastets poing (D.v.s. for ett kast), sa
ar sannolikheten for tdrningens poéng lika for alla 6 utfallen.

Sannolikheten betecknar vi nu med P eller p. Man definierar P(Q2) = 1 och
tolkas om att sannolikheten att fa nagot av utfallen i Q, &r 1 (= 100%).

Ex 1.5 Att sannolikheten for samtliga utfall &r lika betyder att man har
en likformig sannolikhetsfordelning. Handelsen att far ex.vi en tvaa vid ett kast,
kan vi skriva {2}. For en vanlig tdrning dr P({2}) = {eller bara } = P(2) = 1

6
Och p.s.s. for alla de sex utfallen

Sannolikheten P(A) for hindelsen A, skriver vi nu som p. Vi kan berikna
sannolikheten m.h.a. den elementdra sannolikhetsdefinitionen.

p=2. (1)

dér m =antal mdjliga utfall och g =antal gynnsamma utfall. Definitionen géller
endast da man har likformig sannolikhetsférdelning.
Ex 1.6 I vart exempel har vi sannolikheten P(A). Den kan beréknas som
i(1). Forst ser vi att
. 2 1
m=|Q| =6 och g=|A|] = |{5,6}|:23aattp:P(A):6:5.
Hur berdknar vi sannolikheten for B? Vi infor ett annat utfallsrum, vars utfall
vi skriver som {(z,y)}, dér = &r utfallet av forsta kastet och y av andra. Detta
ger ett utfallsrum som vi skriver

(L1 (1,2) (1,3) (1,4) (1,5) (1,6)
(2,1) (2,2) (2,3) (2,4) (2,5) (2,6)
a_) B (32 33 G4 (35 (60 2)
(4.1) (42) (43) (44) (45) (40
(5.1) (5.2) (5.3) (5.4 (5.5) (5.0)
(6,1) (6,2) (6.3) (6,4) (6.5) (6.6)
ddr ”(x,y)” betyder j och k poéing pa kast 1 respektive 2 och déir héndelsen B

Ar markerat med roda siffror.

e Hindelsen A innehaller utfallen under det vagrita strecket. Vi borde skriva
A =1{(5,1), (5,2) ..., (6,6)}, sett ur (2) men det ricker med att skriva
A = {5,6}.

e Vi berdknar nu héndelsen B m.h.a. (1) (Obs! sannolikheten for de 36

utfallen &r alla lika = 36’ d..v.s. likformig sannolikhetsférdelning):

5
m:36ochg:10:>P(B):1—8.



e Vi berdknar AN B, d.v.s. snittet av A och B och sannolikheten for denna
héndelse.

ANB= {(574)7 (5a5)7 (576)a (673)7 (674)7 (675)7 (6’6)}

7
d.v.s. 7 utfall, sa sokt sannolikhet &r P(ANB) = 36" Komplementhdndelsen
till A &r Q\ A = A° = {1,2, 3,4} med sannolikheten

4 2
1-P(A)==-=—.
(A)=5=3
Allmént géller
P(A°) =1— P(A) eller P(A) + P(A°) =1, (3)

2.2.1 Betingad sannolikhet

Man kan undra om héndelsen A paverkar hindelsen B, mer exakt, vad dr san-
nolikheten fér B om A intraffar?

Ex 1.7 Vi fragar oss f6ljande: Vi vet sannolikheten for A N B, som ju &r
7/36. Ar den sannolikheten densamma givet att A har intréiffat? Att A innebér
en hogre poing pa forsta kastet borde paverka gynnsamt, sa att sannolikheten
for B borde vara hogre om A intriffar, &n om vi inte férutsétter nagot alls om
forsta kastets utfall.

Sannolikheten for B givet att A intrdffar skrivs P(B|A) och &r en betingad
sannolikhet. Den definieras som sannnolikheten

P(ANB)
P(B|A) := (P(A) : (4)
I vart genomgaende exempel &r
7/36 7
P(B|A) = 312

2.2.2 Oberoende hindelser

Vi infor nu en tredje héindelse C', att andra kastets podng &r hogst 4. Vi skall
berikna P(C|A), d.v.s. sannolikheten att andra kast ger poéing hogst 4 givet att
forsta kast ger minst 5 poéng.

Det &r rimligt att forsta kasts poing inte paverkar andra kasts poéing (och vice
versa). Uttryckt med beteckningar som ovan, borde gilla att

P(C|A) = P(C).



Ex 1.8 Vi beridkna bada sannolikheternas:

P(C|A) = P(If(z)c) = 2 =2 oeh P(C) 24 2

:%:.—3

alltsa lika. Att de &r lika, uttrycks som att A och C' &r oberoende héndelser.

Ur (4) och likheten P(C) = P(C|A) foljer

_ P(ANC)

P(C) = =54y = P(A4) P(C) = P(ANO), (5)

dar den sista likheten ar definitionen for att tva handelser dr oberoende.
Ex 1.9 Visa att om A och B #&r oberoende, sa dr A och B¢ oberoende.

Bevis:

P(ANBC) = P(A)—P(ANB) = P(A)—P(A)P(B) = P(A)(1—P(B)) = P(A)P(B°).

2.3 Mer om operationer mellan hindelser

For tva hiandelser A och B kan det vara bra att rita ett Venndiagram:

O
2

C

Det innehaller de tva hindelserna samt ett gemensamt omrade ANDB, ett omrade
utanfér A U B, totalt fyra omraden.

e Vi ser att A och B inte dr oberoende i foregaende avsnitt.

e Vi skall nu berdkna A U B och sannolikheten for denna hindelse. Det &r
héandelsen for att A eller B intraffar.



P.g.a. likformig sannolikhetsfordelning, dr sannolikheten for de 36 utfallen alla

lika med % Vi behover bara rakna antal utfall i A U B. Det ar

|JAUB| =15, |A|=12, |B|=10,

dér vi dven har berdknat antal utfall i A och B. Vi ser att |A|+|B| = 22 och inte
15. T summan |A| + |B| = 22 &r elementen i snittet A N B riknade tva ganger.
Vi ser att, genom att dra fran sannolikheten for AN B en gang, far vi likheten

P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB). (6)

Antag att D &r héndelsen att fa en etta vid forsta kast. Da ar P(D) =

Vi ser att hindelsen D och A inte har nagra gemensamma utfall: AN D = 0,
den tomma hdindelsen. Sannolikheten for denna héndelse dr 0 eftersom den inte
innehaller nagot utfall. Speciellt blir (6) extra enkel:

S| =

P(AUB) = P(A) + P(B). (7)

Speciellt, giiller att A = (AN B) U (AN B°) och att denna union &r disjunkt.
Alltsa dr (Jamfor med (3))

P(A)=P(ANB)+ P(AnN B°). (8)

d.v.s. man kan dela in hindelsen A i tva disjunkta héndelser, dels i AN B, det
som A har gemensamt med B och del i AN B¢, det som A har gemensamt med
Be.

Kommentarer

1. Samtliga numrerade likheter (formler), utom den elementéra sannolik-
hetsdefinitionen, géller genomgaende, inte bara for likformig sannolik-
hetsférdelniing

2. For snitt géller ANB = BNA . Nukan (4) som P(B|A)P(A) = P(ANB).
Saledes &r

P(B|A)P(A) = P(AN B) = P(A|B)P(B) (= P(AN B)),  (9)

som kallas Bayes sats.

Ex 1.10 Visa att betingad sannolikhet uppfyller
P(B|A)+ P(B°|A) =1,

d.v.s. betingad sannolikhet fungerar som ”vanligsannolikhet med A som utfalls-
rum.

Bevis:



Ex 1.11 Givet héndelsen A; att forsta térningskastets pang &r 5. Berdkna
P(A;) och visa att A; C A. Vilken inklusion géller mellan A¢ och A§?

L&sning:

1
Eftersom alla utfall i A; (som ju bara innehaller utfallet 1) ocksa ligger i A, sa

géller A; C A.
A°={1,2,3,4} C AS ={1,2,3,4,6}.

Ex 1.12 Antag att A och B ir oberoende hindelser med sannolikheter 1/3
respektive 2/5. Berdkna

1. P(ANB).
2. P(AUB).
3. P(A°n B°).
4. P(A\ B).
5. P((AUB)\ (BN A)).
Losning:
1. 5
P(AN B) = {ober.} = P(4) - P(B) = —.
2.
P(AUB) = {enligt (6)} = P(A) + P(B) — P(AN B) = {ober.} =
= P(A)+ P(B) — P(A)P(B) = g



3. For att beridkna P(A° N B€) behover vi en identitet fran méangdlidra. Den
ar

A°N B = (AU B)°. (10)

Det dr en av tva av de Morgans lagar. Den ger att

P(A°NB®) = P((AUB)®) =2 — P(AUB) = %

4. Aterigen behover vi lite mingdlira. A\ B betyder héindelsen/méngden av
det som ligger i A men inte i B. Man kan visa att

A\ B=AnB°".

Vi kan nu utnyttja, att A och B &r oberoende, ty da ar &ven A och B¢
oberoende. Saledes &r

P(A\ B) = P(A)P(B°) = P(A)(1 - P(B)) =

5. Méngden/Héndelsen (AUB)\ (ANB) = (A\B)U(B\ A) =: P(AAB) och
kallas symmetrisk differens. Observera att A\ B och B\ A ir disjunkta,
sa att

P(AAB) = P(A\ B)+ P(B\ A).

Den forsta termen har vi i 4. For den andra termen har vi

4
P(B\ A) = P(BN A°) = {ober.} = P(B)(1 — P(A)) = R
sa att
P(AUB)\ (ANB) =+ + £ _ T
5 15 15
Kommentarer
e Sannolikheten for symmetrisk dffferens AAB kan &ven skrivas
P/AAB)=P(AUB)—- P(ANB)
och saledes kan den beridknas som
§—£— l d.v.s. som innan
5 15 157 7 '
e Ett annat siitt att berikna den pa &r
1 2 1 2 7
P(A) + P(B) — 2P(AN B) = d=Z4Z_9. 2L
(A)+ P(B) ~ 2P(ANB) = {ober} = 3 + 5 ~ 2.5+ = -



Ex 1.13 For kommunikation fran radarstation A till station B anvénds
nollor och ettor (d.v.s. bindr kodning). Sannolikheten att en mottagen nolla &r
en siand etta dr 0.1 och sannolikheten att en sind etta mottas som en nolla
ar 0.05. 60% av sénda siffror 4r ettor. Vad dr sannolikheten att en sind nolla
mottas som en nolla?

Losning:

L&t Sy vara hindelsen att det séinds en nolla och My héindelsen att det mottas
en nolla. Vi har da foljande sannolikheter:

P(S1|Mo) = P(S5|Mo) = 0.1, P(Mp|SS) = P(Mo|S1) = 0.05 och P(Sy) = 0.6.
Vi soker alltsa sannolikheten P(My|Sy), som vi skriver

P(MynSy)  P(My)

z = P(Mo|So) = P(So) P - P(So|Mo).
Nu &r
P(My) = P(Mo|So)P(So) + P(Mo|S1)P(Sh).
=z

Vi far

_ P(S0|My)

= “hEy) (P(So)z + P(Mp|S1)P(S1) <~

. P(Sp|Mo)P(Mo|S1)P(S1) _ P(So|Mo)P(Mo|S1)P(S1)  0.9-0.05-0.6

(1—P(So|Mo))P(So) P(S1|Mo)P(So) ~0.1-04



