Forelasning 13

Medelvardessatsen.
Vaxande och avtagande funktioner.



Medelvardesatsen

f (D) /
Rolles sats: Lat f vara en funktion och antag: M
a) f ar definerad och kontinuerlig pa [a, b],
b) f arderiverbar pa (a, b), f(@)
¢) f(a) = f(b).
Da det finns ¢ € (a,b) sa att f'(c) = 0. a Xu b

Bevis:
i. farkonstant= f'(c) =0,Vc € (a,b)
ii. farinte konstant och enligt Sats 1 (F12) har f max och mini ¢ € (a, b). Enligt Fermat satsen ar f” (¢) = 0.

Exempel 1: Bevisa att ekvationen x3 + x — 1 har endast en reell rot. " satsenom mellanliggandevirdensAniag
Bevis: (et ot [l shwirdenmelen )
. ° . fla)och f(b). )
L f(0O)=—-1<0,f(1)=1>0= Fa€e(0,1)saattf(a)=0

ii. Vi maste bevisa att det finns eéndast ett a.
Antag att det finns a och b sd att f(a) = 0, f(b) = 0. Enligt Rolles satsen det finns c € (a, b), f'(c) =0 ... ... (}#).
A andra sida, f'(x) = 3x2 + 1 > 0 fér alla x (och ocksa for c) vilket 4r en motségelsen till (#). Alltsa ar vart
pastdende att det finns a och b sd att f(a) = 0, f(b) = 0 falskt, vilket innebar att satsen &r bevisad.



Medelvdrdesatsen: Antag att f ar:
a) definerad och kontinuerlig pa [a, b]
b) deriverbar pa (a, b).

Da det finns ¢ € (a,b) sd att f'(c) = %.

Bevis:

Den rata linjen genom (a, f (a)) och (b, f (b)) har ekvationen

b)—
y =128 (x—a) + f(a)

(x=a=>y=f(a), x=b=y=f(b))

Lat nu

9 =f@) -y = f) - 2L —a) - f(@).

Det galler att:
- g ar definerad och kontinuerlig pa [a, b],
- deriverbar pa (a, b),

- g(a) =g(b) =0.
Enligt Rolles satsen det finns ¢ € (a, b) sa att g'(c) = 0 dvs. att

! ! b)—
9@ =f(o-L =0

y = f(x)

xY



Korollarium 1: Lat f vara en funktion och antag:
a) f ar definerad och kontinuerlig pa [a, b],

b) f ar deriverbar pa (a, b),

c) f'(x) =0,vx € (a,b).

Det foljer att f(x) = konstant,Vx € [a, b].

Bevis: Antag att det finns t € (a, b) sd att f(t) > f(a).

Funktionen f ar definerad och kontinuerlig pa [a, t] och deriverbar pa (a, t). Enligt

Medelvardesatsen finns det ¢ € (a,t) sa att f'(c) =

%. Det géller att f'(c) > 0.

Enligt (c) ar f'(x) = 0, for alla x, inklusive c, vilket ar en motsagelsen till f'(c) > 0.

Vart pastaende att f(t) > f(a) ar falskt och satsen &r bevisad.



Kom ihag:

1. farvaxande pa [a,b]om x;< x5, = f(x1) < f(x5).

2. far strangtvaxande om det géller att f(x,) < f(xy).

3. f aravtagande om x;< x,, sa galler f(xy) = f(x5).

4. f arstrangtavtagande om det giller att f(x,) > f(x5).

Korollarium 2: Lat f vara en funktion och antag:
a) f ardefinerad och kontinuerlig pa [a, b],
b) f ar deriverbar pa (a, b).

Da géller att:

1. f'(x) 20,Vx € [a,b] = f arvaxande

2. f'(x)>0,Vx €la,b] = f arstrangt vixande
3. f'(x) <0,Vvx € |a,b] = f aravtagande

4. f'(x) <0,Vx € [a,b] = f &r strangt avtagande

Bevis: 1. Antag att x,,x, € [a,b], x; < x, ochatt f'(x) = 0,Vx € [a,b]. Vikommer att bevisa att f(x;) < f(x5).

f(x2)—f(x1)

f ar kontinuerlig pa [x4, x,| och deriverbar pa (x4, x,) och enligt MVS det finns ¢ € (x1,x,) sd att f'(c) = -
2711

X, —x1>0,f'(c)=0= f(xy) —f(x1) = 0= f(x3) = f(xq).
Andra del 2-4 bevisas likadant.
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Exempel 2: Visa att ekvationen x3 — 15x + ¢ = 0 har hdgst 1 16sning pa [-2,2].
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Exempel 3: Bevisa identiteten arcsmx—Jr1 = 2 arctan+/x —g
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Exempel 4: Om f ar kontinuerlig och deriverbar foa alla x, f(3)=5, f’'(x)<2, vad ar storsta varde som f(7) kan ha?

f@)=FTE 550 =128 o =4 +f(3) > f(7)<8+5=13



