
Föreläsning 13
Medelvärdessatsen.

Växande och avtagande funktioner. 



Medelvärdesatsen

Rolles sats: Låt 𝑓 vara en funktion och antag:
a) 𝑓 är definerad och kontinuerlig på [𝑎, 𝑏],
b) 𝑓 är deriverbar på (𝑎, 𝑏),
c) 𝑓(𝑎) = 𝑓(𝑏).
Då det finns 𝑐 ∈ (𝑎, 𝑏) så att 𝑓′ 𝑐 = 0.

Bevis: 
i. f är konstant ⇒ 𝑓′ 𝑐 = 0, ∀𝑐 ∈ (𝑎, 𝑏)
ii. f är inte konstant och enligt Sats 1 (F12) har f max och min i c ∈ (𝑎, 𝑏). Enligt Fermat satsen är 𝑓’ 𝑐 = 0.

Exempel 1: Bevisa att ekvationen 𝑥3 + 𝑥 − 1 har endast en reell rot.
Bevis: 
i. 𝑓 0 = −1 < 0, 𝑓 1 = 1 > 0 ⇒ ∃𝑎 ∈ 0,1 så att 𝑓 𝑎 = 0
ii. Vi måste bevisa att det finns endast ett 𝑎.

Antag att det finns 𝑎 och 𝑏 så att 𝑓 𝑎 = 0, 𝑓 𝑏 = 0. Enligt Rolles satsen det finns 𝑐 ∈ 𝑎, 𝑏 , 𝑓′ 𝑐 = 0…… . # .
Å andra sida, 𝑓′ 𝑥 = 3𝑥2 + 1 > 0 för alla 𝑥 (och också för 𝑐) vilket är en motsägelsen till (#). Alltså är vårt 
påstående att det finns 𝑎 och 𝑏 så att 𝑓 𝑎 = 0, 𝑓 𝑏 = 0 falskt, vilket innebär att satsen är bevisad.
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Medelvärdesatsen: Antag att 𝑓 är :
a) definerad och kontinuerlig på [𝑎, 𝑏]
b) deriverbar på (𝑎, 𝑏).

Då det finns 𝑐 ∈ (𝑎, 𝑏) så att 𝑓′ 𝑐 =
𝑓 𝑏 −𝑓(𝑎)

𝑏−𝑎
.

Bevis: 

Den räta linjen genom (𝑎, 𝑓(𝑎)) och (𝑏, 𝑓(𝑏)) har ekvationen

𝑦 =
𝑓 𝑏 −𝑓 𝑎

𝑏−𝑎
𝑥 − 𝑎 + 𝑓(𝑎).

(𝑥 = 𝑎 ⇒ 𝑦 = 𝑓 𝑎 , 𝑥 = 𝑏 ⇒ 𝑦 = 𝑓(𝑏))

Låt nu 

𝑔 𝑥 = 𝑓 𝑥 − 𝑦 = 𝑓 𝑥 −
𝑓 𝑏 −𝑓 𝑎

𝑏−𝑎
𝑥 − 𝑎 − 𝑓(𝑎).

Det gäller att: 
- 𝑔 är definerad och kontinuerlig på 𝑎, 𝑏 ,
- deriverbar på (𝑎, 𝑏),
- 𝑔(𝑎) = 𝑔(𝑏) = 0.
Enligt Rolles satsen det finns 𝑐 ∈ (𝑎, 𝑏) så att 𝑔′ 𝑐 = 0 dvs. att

𝑔′ 𝑐 = 𝑓′ 𝑐 −
𝑓 𝑏 −𝑓 𝑎

𝑏−𝑎
= 0.



Korollarium 1: Låt 𝑓 vara en funktion och antag:
a) 𝑓 är definerad och kontinuerlig på [𝑎, 𝑏],
b) 𝑓 är deriverbar på (𝑎, 𝑏),
c) 𝑓′ 𝑥 = 0, ∀𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏).
Det följer att 𝑓 𝑥 = 𝑘𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡, ∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏].

Bevis: Antag att det finns 𝑡 ∈ (𝑎, 𝑏) så att 𝑓 𝑡 > 𝑓 𝑎 .

Funktionen 𝑓 är definerad och kontinuerlig på [𝑎, 𝑡] och deriverbar på (𝑎, 𝑡). Enligt

Medelvärdesatsen finns det 𝑐 ∈ (𝑎, 𝑡) så att 𝑓′ 𝑐 =
𝑓 𝑡 −𝑓(𝑎)

𝑡−𝑎
. Det gäller att 𝑓′ 𝑐 > 0.

Enligt (c) är 𝑓′ 𝑥 = 0, för alla 𝑥,  inklusive 𝑐,  vilket är en motsägelsen till 𝑓′ 𝑐 > 0.

Vårt påstående att 𝑓 𝑡 > 𝑓 𝑎 är falskt och satsen är bevisad. 



Korollarium 2: Låt 𝑓 vara en funktion och antag:
a) 𝑓 är definerad och kontinuerlig på [𝑎, 𝑏],
b) 𝑓 är deriverbar på 𝑎, 𝑏 .

Då gäller att:

1. 𝑓′ 𝑥 ≥ 0, ∀𝑥 ∈ 𝑎, 𝑏 ⇒ 𝑓 är växande
2. 𝑓′ 𝑥 > 0, ∀𝑥 ∈ 𝑎, 𝑏 ⇒ 𝑓 är strängt växande
3. 𝑓′ 𝑥 ≤ 0, ∀𝑥 ∈ 𝑎, 𝑏 ⇒ 𝑓 är avtagande
4. 𝑓′ 𝑥 < 0, ∀𝑥 ∈ 𝑎, 𝑏 ⇒ 𝑓 är strängt avtagande

Bevis: 1. Antag att 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝑎, 𝑏 , 𝑥1 < 𝑥2 och att 𝑓′ 𝑥 ≥ 0, ∀𝑥 ∈ 𝑎, 𝑏 .   Vi kommer att bevisa att 𝑓 𝑥1 ≤ 𝑓 𝑥2 .

f är kontinuerlig på 𝑥1, 𝑥2 och deriverbar på (𝑥1, 𝑥2) och enligt MVS det finns 𝑐 ∈ (𝑥1, 𝑥2) så att 𝑓′ 𝑐 =
𝑓 𝑥2 −𝑓(𝑥1)

𝑥2−𝑥1
.

𝑥2 − 𝑥1 > 0, 𝑓′ 𝑐 ≥ 0 ⇒ 𝑓 𝑥2 − 𝑓 𝑥1 ≥ 0 ⇒ 𝑓 𝑥2 ≥ 𝑓 𝑥1 .

Andra del 2-4 bevisas likadant.



Exempel 2: Visa att ekvationen 𝑥3 − 15𝑥 + 𝑐 = 0 har högst 1 lösning på [-2,2].



Exempel 3: Bevisa identiteten arcsin
𝑥−1

𝑥+1
= 2arctan 𝑥 −

𝜋

2
.  



Exempel 4: Om f är kontinuerlig och deriverbar föa alla x, f(3)=5, f’(x)<2, vad är största värde som f(7) kan ha?

𝑓′ 𝑐 =
𝑓 𝑏 −𝑓(𝑎)

𝑏−𝑎
⇒ 𝑓′ 𝑐 =

𝑓 7 −𝑓(3)

7−3
⇔ 𝑓 7 = 4𝑓′ 𝑐 + 𝑓 3 ⇒ 𝑓 7 < 8 + 5 = 13


