Tentamen
MVEA470 Flervariabelanalys, K/Kf/Bt/Ki

2021-03-19 14.00 - 18.00

Examinator: Maria Roginskaya, Matematiska vetenskaper, Chalmers
Telefonvakt: Maria Roginskaya, telefon: 5341
Hjilpmedel: allt ikkelevande

For godkiint pa tentamen kridvs minst 23 poédng pa tva delar sammanlagt. Bonuspoidng fran duggor riiknas med.
For godkint pa kursen skall ocksa Matlabmomentet vara godként. For betyg 4 eller 5 kriavs dessutom 33 resp. 42
poidng sammanlagt pa tentamens tva delar.

Del 1: Godkantdelen

1. Till nedanstaende 4 uppgifter (a-d) skall korta 16sningar redovisas, géirna pa en sida.

(a) Hitta en ekvation av tangentplanen till yta given som x? 4 432 4 922 = 14 i punkten (2p)
(1,1,1).
Losningsforslag: Denna #r en niva yta till f(z,y, z) = 22 +4y?+922, sd tangentplanen
ska vara vinkelratt mot Vf. Vf(z,y, z) = (2z,8y,18z2),sa Vf(1,1,1) = (2,8,18). En
ekvation av planet 2(z — 1) +8(y — 1) + 18(z — 1) = 0, dvs. 2z + 8y + 18z = 28.

(b) Konterollera att punkten (2, 1) #r en stationir punkt for funktionen f(x,y) = 2%y — zy? — 3z
och undersck om den é&r lokal extrempunkt eller sadelpunkt. (3p)

Losningsforslag: V f(z,y) = (2oy—1y?—3, 2% —2zy), 4 V£(2,1) = (0,0), dvs. punkten

2y 2w —2y >, vilket i punkten (2, 1) blir

ar stationédr. Hessian matrisen ar
2x — 2y —2z

< g _2 4 ) Determinant av Hessianen dr —8 —4 = —12 < 0, sa egenvérden har olika

tecken, och da punkten &r en sadel-punkt.

(c) Parametrisera en kurva som ir den del av grafen av funktionen f(z) = 4 — 22 som
ligger in forsta kvart av koordinatplanen. Stall upp en integral som ger lingd pa
kurvan (du behover inte berikna integrallen). (2p)
Losningsforslag: Parametrisering: r(x) = (z,4—2?), da z € [0, 2]. Lingden: f02 V1+ dx?dx.

(d) Berékna divergensen och rotationen for vektorfiltet F(x,y,z) = ye™i + xe™j +
3cos(32)k. Ar vektorfiltet konservativt? Ar det kallfritt? (3p)
Losningsforslag: curl(F) = 0t + 05 + ((zye™ + ™) — (xye™ + ™))k = (0,0,0).

div(F) = y?e*¥ 422" —9sin(32) # 0. D4 filtet definierat i hela planet och curl(F) =
0 &r den konservativt. Da div(F') # 0 dr det inte kallfritt.

2. Bestdm Taylorspolynom av andra grad till funktionen f(x,y) = xsin(y — 1) 4+ y cos(x — 1)

i punkten (1,1) och anvind den for att berdkna approximativ vérdet f(1.1,0.9). (6p)
Losningsforslag: f(1,1) =1, Vf(z,y) = (sin(y—1) —ysin(xz — 1), x cos(y — 1) +cos(x — 1)),

. _ B —ycos(z —1) cos(y — 1) —sin(z — 1) .
sa Vf(1,1) = (0,2). Hf(z,y) = < cos(y — 1) —sin(z — 1) —zsin(y — 1) ; 58

Hf(1,1) = ( _11 (1) > Alltsé Taylorpolynomet blir pa(z,y) =1+2(y —1) — 1(z —1)2 +

(x—1)(y—1). Genom att anvéinda polynomen ser vi att f(1.1,0.9) ~ 1+2(—0.1) — 30.1%+
0.1(—0.1) = 1 — 0.2 — 0.005 — 0.01 = 0.785. VAND!



3.

4.

5.

Bestim maximum av funktionen f(z,y) = xy? 6ver en kurva z? + y? = 4.

Losningsforslag: Kurvan ér en cirkel, dvs. begrdnsad och sluten, sa maximum uppnas.
Eftersom f och g(x,y) = 22 + y? — 4 har kontinuerliga derivator, samt kurvan har inga
andpunkter och Vg # 0 pa kurvan kan vi anviinda Lagrange-metoden. L(xz,y,\) = zy? +
Mz? 4+ y? —4). VL(x,y,\) = (v% + 2z, 2zy + 2y, 22 + y? —4) = 0, sa y? + 2\z = 0,
22y + 2\y = 0, och 22 + y> —4 = 0. Ur den andra far vi att y = 0 eller x = —\. I
forsta fall z = £2, y = 0, A = 0 #r tva losningar. I andra fall, y? = 222, 22 = 4/3, s4
r = £2v3/3,y = £2v/6/3,\ = —x #r fyra losningar. Vi berdknar virden for f i dem 6
punkterna. Dessa blir 0, och :|:16\/§/9. Av dem 16\/5/9 ar den storsta, och &dr ddrmed
maximum fér funktionen.

(a) Berdkna dubbelintegralen

/ /D cos(25 — 1) cos(w — 1)dA

dér D &ar begrédnsad av linjerna y =2z +2, y =2z +3,y=o— 2,y =x — 3.
Losningsforslag: Lat oss gora variabelsubstitution v = 2z —y, v = — y Da blir D’
begriansad av linjerna u = —2, u = —3, v = 2 och v = 3. dxdy = |det(: Ei U§)|dudv =

|det(

[ 5 cos(u)du f2 cos(v)dv = (sin(2) — sin(3))2.
(b) Beriikna dubbelintegralen
// ydA,
D

dir D = {(z,y) :2® +y* <42 <y, y > —a}.
Losningsforslag: Vi gar over till poldra koordinat D’ far da begrénsningar 0 < r < 2
och /4 < 0 < 3/4r. Sa integrallen blir [, rsin(0)rdrdf = f3//:7r sin(0)do foz r2dr =

8
el

Betrakta vektorfiltet F(z,y) = —2%yi + xy?j.Beriikna arbetet som F utriittar lings ran-
den C positivt orienterad till omradet D som ges av z2 4+ y? < 4

(a) Fran definition
Losningsforslag: Vi parametriserar kurvan med r(t) = (2cos(t), 2sin(t)), ¢t € [0, 27].
Arbetet da ges av fo% —4 cos®(t)2sin(t)(—2sin(t)) + 2cos(t )4sin (t)(2cos(t))dt =
2T 39 sin?(t) cos?(t)dt = 04” 4sin’(s)ds, dér s = 2t. Dett blir [ " 2(1 — cos(2s))ds =
08”(1 — cos(u))du = 8.
(b) med hilp av Greens formeln
Losningsforslag: curl(F) = x? 4 y?, sa Greens formel ger oss att arbetet #r lika med
[/ 2%+ y*dady nér vi gar 6ver till poléra koordinater blir omradet D’ = {r < 2,6 €
[0,27]}, sa integralen blir f027r f02 r3drdf = 2n[rt/4)2 = 8.

(3p)

)] Ydudv = | ( :1 ) |~ tdudv = dudv. Sa integralen blir [}, cos(u) cos(v)dudv =

(3p)

(5p)

VAND!



Del 2: Overbetygsdelen

Normalt krdavs for poidng pa uppgift att man redovisat en fullstindig 16sningsgang, som i princip lett, eller
atminstone skulle kunnat leda, till malet.

6. Avgor om foljande gransvirdena existerar eller ej och bestdm i forekommande fall deras (6p)
vérde (tydlig motiveringen krévs!)

(@ lim  f(z,y) (b) lLm g(z,y),

(2,y)—(0,0) (2,y)—(0,0)
dér
oo (@2 + y?)sin(L), 2y £0
g(w,y)Z{ 0 e = 0.
Losningsforslag:

1
:E+y =2

har funnits skulle det vara & . A andra hand, om vi kommer lings z-axis (y = 0) vi far

T+y =1, Sa om gransvardet hade funnits skulle den vara 1. Eftersom grinsvérdet kan inte

vara bada 5 och 1, kan det inte finnas.
b) Eftersom | sin(-L 5| < 1, har vi — (22 +9?) < (22 +y )sin(xi) (22+y?). Bada — (2% +y?)

och (22 + y?) gér tlll 0 niir (z,y) gar till (0,0), s& (22 + y?) sin( y) gar till 0 nér den &r
definierat. For resterande punkter, f(z,y) = 0. Sa grinsvérdet finns och &r 0.

a) Gransvirdet saknas. Lat komma till (0, 0) léngs linjen z = y. sa om gransvardet

7. Betrakta vektorfilet F(z,y,z) = x1 + yj + zk. Lat S vara ytan vilken utgér randen till (6p)
kroppen i R3 som ges av olikheterna 22 > 22 + y2, 22 + y2 4+ 22 < 4, 2 > 0. Ytan S &r
orienterad med utat pekande normalen

(a) Berikna flodet av F' ut genom S med hjélp av definition.

Losningsforslag: ytan bestar av en del som ligger pa konen 22 = 22 + 32, och en del

av sfiren 22 + y? + 22 = 4. Filtet pekar ldngs linjer som gar genom origo, s den #r
parallell med konen, dvs. flédet genom den del &r 0. Flodet &r normalt till sfiren, sa
flodet genom den del av yta #r 2 ganger area av ytan. Arean blir 87(1 — 1/2/2) Sa
svaret dr 16m(1 — v/2/2).
(b) Beriikna flodet av F' ut genom S med hjilp av divergenssatsen.

Losningsforslag: div(F) = 1+ 1+ 1 = 3, sa enligt till divergenssats blir flédet likt
med fffD 3dV, dir D #r kroppen given av 22 > 22 + 9%, 22 + 9> + 22 <4, 2 > 0. Vi
gar over till sfariska koordinat f02 /4 fo 3r? sin(¢)drdpdd = 27 [r3)3[— cos(gb)]g/4 =

167m(1 —v/2/2). VAND!



8. Redogor samband mellan partiella derivator av g(x, y) och partiella derivator av f(z,y) dir

g(z,y) = f(2x+y, z+2y). Visa sambandet utan att anvéinda flerdimensionella kedjeregeln
(du far anpassa bevis av kedjregeln, eller gora bevis pa ett annat sétt fran definitionen).

Losningsforslag:

Jg

fQ2(x+ Ax) 4y, (z+ Az) + 2y) — f(2z + y,x + 2y)
%(xay)

Az—0 Az

5 f@2(z + Az) +y, (z + Az) + 2y) + 2y) — f(2r +y, (z + Az) + 2y)
im +
Ax—0 Az

fQRx+y, (z+Az)+2y) +2y) — f(2z +y,x + 2y)

lim =
Axz—0 Ax

medelvirdesats ger oss (med en 61,62 € (0,1))

%(21’ +201Az +y, (v + Azx) + 2y)2Aa:+
Az—0 Az

%(21’ +y,x 4+ 0Ax + 2y)Ax

li =
Ars0 Az
2g£(2x +y,x+2y) + 25(2:6 +y,x+2y).

Likadant kan vi visa att g—g(x, y) = %(230 +y,x+2y) + 23—5(235 +y,x + 2y).

Lycka till!
Maria Roginskaya

(6p)



