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Examinator: Maria Roginskaya, Matematiska vetenskaper, Chalmers
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Hjilpmedel: allt ikkelevande

For godkiint pa tentamen kridvs minst 23 poédng pa tva delar sammanlagt. Bonuspoidng fran duggor riiknas med.
For godkint pa kursen skall ocksa Matlabmomentet vara godként. For betyg 4 eller 5 kriavs dessutom 33 resp. 42
poidng sammanlagt pa tentamens tva delar.

Del 1: Godkantdelen

1. Till nedanstaende 4 uppgifter (a-d) skall korta 16sningar redovisas, géirna pa en sida.

(a) Hitta en riktningsderivatan av funktionen f(z,y) = 222 — %2 i punkten (1,1) och i
riktningen u = ‘[ g‘]
Losningsforslag: Vf(x,y) = (4z,—2y), sa Vf(1,1) = (4, -2). H( =, 5 )H =1 fu=

(4,-2) - (2, %) = V2.

(b) Lat f(x,y) = ysin(z — 2). Bestdm linjérisering av f i (2,1) och berikna ett approxi-
mativt virde for f(1.99,1.01).

Losningsforslag: £(z,y) = f(2,1)+ af(z D (x—2)+ 8fé?2;1) (y—1) = z—2,sa £(1.99,1.01) ~

—0.01

(c) Parametrisera en kurva som #r den del av grafen av funktionen f(z) = 3/x som
motsvarar = € [2,4]. Still upp en integral som ger lingd pa kurvan (du behover inte
berdkna integrallen).

Losningsforslag: (z,3/x), x € [2,4] &r en parametrisering. f24 V14 I%dx ger lingden.

(d) Beriikna divergensen och rotationen for vektorfiltet F(z,y, z) = yze™?i + xze™%j +
zye™?k. Ar vektorfiltet konservativt? Ar det kallfritt?
Losningsforslag: div(F) = (y?22 + 2222 +22y?)e™?, curl(F) = (x(1+zyz)e™? —x(1+
xyz)e™V* )i+ (y(1+xyz)e™* —y(14+zyz)e™?)j+ (z(1+zyz)e™* —z(1+xyz)e*™¥* )k = 0.
Filtet #r alltsa virvelfritt, och da den #r kontinuerlig och glatt pa hela R? #r filtet
konservativt. Faltet ar inte kallfritt.

2. Bestdm normalerna och tangentplanen till ytorna z? — 43 + 22 = 5 och oy — 23 = 1i
punkten (2,1, 1). Vad &r vinkel mellan dem tva ytorna?

Losningsforslag: Bada ytorna anges som nivaytor, sa normalerna till dem ar gradienter av
motsvarande funktionerna. V(z? — y 4+ x2) = (2x + 2z, —3y?, ) i punkten (2,1, 1) blir det
(5,-3,2). V(zy — 23) = (y,7,—32%) i punkten (2,1,1) blir det (1,2, —3). Tangentplanen
blir da 5(x —2) —3(y — 1) +2(z—1) = 0 och (z — )—1—2( —1)—3(z—1) = 0. Cosinus av
vinkel bestéims av scalir produkten av normala vektorer (5, —3,2)(1,2,—3)/(v/38V14 =
(5—6—6)/(2v/19V7) = —7/(2/19V/7). Vinkeln blir d& arccos(7/(2v19v/7)).

3. Bestdm maximum av funktionen f(z,y) = z2y? + 22y? + y? 6ver ett omrade —2 < x < 2,

—2<y<2
Losningsforslag: Vf = (2zy? + 292, 2yz? + 4xy + 2y) = (0,0) har lésningar y = 0, eller
x = —1 (dvs. tva linjer bestar av extrempunkter). Pa dem extrempinkterna f = 0. For

randen har vi fyra strickor {x = =2, -2 <y < 2}, {x =2, -2 < y < 2}, {y = -2,

(3p)

(6p)



—2<x <2 och {y =2 -2<ax<2} Forz = —2 har vi f(-2,y) = y?, som har
minimum vid ¥ = 0 och maximum vid y = £2. Pa samma séitt analyserar vi andra sidor
och hittar att minimum &r 0 och maximum uppnas i &ndpunkterna. Vi berdknar vérdet
av funktionen f i alla kvadratets horn: f(—2,2) = f(—2,-2) =4, f(2,2) = f(2,—2) = 36.
Alltsa maximum &4 36.

4. (a)

Berikna area av omradet som i polidra koordinater begridnsas av den raka linje
rcos(¢) = 1 och cirkeln r = 2 och inte innehaller origo.

Losningsforslag: I Kartesistka koordinater begréinsas omradet av linje = 1 och cirkel
2% + 2 = 4. De tva kurvor skiir varandra i punkterna (1,/3) och (1, —v/3). Om vi
ligger till omradet triangel med hérn, (0,0), (1,4/3) och (1, —+/3), far vi en sektor av
cirkeln med 6ppning 120°. Den sektor har area 74/3. Triangeln som vi har adderat
har arean \/g, sa area av omradet dr 74/3 — V3.

Berékna dubbelintegralen
/ / zy2dA,
D

dér D ar omradet begriansad av parabeln y? = 2z och linjen z = 1.
Losningsforslag: Omradet kan beskrivas som 0 < x < 1 och —v/2x < y < 2z, sa

vi skriver om integralen som dubbelintegral fol f_\/\%—z ry’dyde = fol x[%y?’]%dl‘ =

1 5 7
V2 [y wide = B2 (23]} = B2

5. Betrakta vektorfiltet F(z,y) = 2(z% + y?)i + (z + y)?j.Beriikna arbetet som F utrittar
ldngs positivt orienterad randen C' till triangeln med horn i (1,1), (2,2), och (1,2)

(a)

Fran definition

Randen bestar av tre raka strickor. Vi rdknar arbetet lings varje. Fran (2,2) till
(1,2) blir det [, 2(2 + 4)de = 2[2%)} —8 = —1 — 8. Fran (1,2) till (1,1) blir
det f; 1+ydy = —1+ [3y%5 = —1 — 3/2, och stréikan fran (1,1) till (2,2) kan vi
parametrisera med (¢,¢) dér ¢ € [1, 2], sa ldngs den &r arbetet f12(2(t2+t2)+(t+t))dt =
f12(4t2 + 2t)dt = 28/3 4 6/2, vilket sammanlagd ger 14/2 4+ 3/2 — 9.

Med hjélp av Greens formeln

Losningsforslag: Det blir dubbelintegral [ [ p(1—4y)drdy, dir omradet &r triangeln,
s& den kan skrivas om som upprepande integral | 12 fj(l —4y)dydz = | 12 [y —2y?)2dx =
flz(—ﬁ — x4 22%)dr = —6 — [32° + 223} = —6 — 3/2 + 14/3. (Observera béada svar
ger samma tal.)

(3p)

(5p)

VAND!



Del 2: Overbetygsdelen

Normalt krdavs for poidng pa uppgift att man redovisat en fullstindig 16sningsgang, som i princip lett, eller
atminstone skulle kunnat leda, till malet.

6. Avgor om foljande gransvirdena existerar eller ej och bestdm i forekommande fall deras (6p)
vérde (tydlig motiveringen krévs!)

2,2
() lim —
(20)=(00) 22 +

x2—y2
bl - 7
()mﬁﬁmmﬁ+f

Losningsforslag:
a) Om 22 +y? < ¢e,58 0 < ;gj%’:z < 92 < e. Alltsa nér (z,y) dr nira origo, blir xﬁTyQ
nirmare och nirmare 0, sa gransvérdet finns och or 0.
b) Om x =y &r % =0,omy =0 &r % = 1. eftersom gransvirdet kan inte bero pa
vilken riktning vi tar for att nirma oss origo, finns den inte.
7. Betrakta vektorfilet F'(z,y,z) = xi+yj. Lat S vara ytan vilken utgor randen till kroppen (6p)
i R3 som ges av olikheterna x? —|—y2 <4,0< z<1. Ytan S ir orienterad med utat pekande

normalen

(a) Berikna flodet av F' ut genom .S med hjélp av definition.
Losningsforslaget: Kropen &r en cylinder (av radius 2 och héjd 1). Filtet dr parallell
med top och botten av cylindret, sa ingen flode forekommer genom dem. Filtet pekar
rakt ut fran cylinder i normalriktning, sa stromen blir ||F|| - A, dér ||F|| = 2 och A
ar area av bjoda del av cylinder, som blir 47. Flodet blir alltsa 8

(b) Beriikna flodet av F' ut genom S med hjilp av divergenssatsen.

Losningsforslag: Med divergenssats, ser vi att flodet &ar lik med dubbelintegral av
divergens. div(F) = 1+ 1 = 2, dvs. en konstant funktion. Sa dubbelintegralen blir
2.V, ddr V dr volumen pa cylindret 1 - 722 = 47, Flodet &r, alltsa, 8.

8. Kontrollera att medelviirdersatsen for dubbelintegraller staimmer for f(z,y) = 22+ 32, pa
omradet 1 < 22 +y? < 4 (du behover inte gora utrikningar - man kan félja resonemangen
i beviset av satsen). (6p)

Losningsforslag: f(x,y) dr kontinuerlig i omradet och tar virden mellan 1 och 2. Arean
av omradet D &r 47 — 7w = 3. Sa [, 1dA = 37 < [, f(z,y)dA < [, 2dA = 67. Alltsa,
ﬁ [p flz,y)dA =L [, f(z,y)dA € [1,2]. Av kontinuitet ser vi att alla viirden mellan

1 och 2 antas i omradet, sa det finns ¢ € D sadant att ﬁ Jp [z, y)dA = f(c).

Lycka till!
Maria Roginskaya



