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Examinator: Maria Roginskaya, Matematiska vetenskaper, Chalmers
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Hjilpmedel: allt ikkelevande

For godkiint pa tentamen kridvs minst 23 poédng pa tva delar sammanlagt. Bonuspoidng fran duggor riiknas med.
For godkint pa kursen skall ocksa Matlabmomentet vara godként. For betyg 4 eller 5 kriavs dessutom 33 resp. 42
poidng sammanlagt pa tentamens tva delar.

Del 1: Godkantdelen

1. Till nedanstaende 4 uppgifter (a-d) skall korta 16sningar redovisas, géirna pa en sida.

(a)

Hitta en riktningsderivatan av funktionen f(z,%) = 23y* i punkten (2,1) och i rikt-

ningen v = 2i + j.

Losningsforslag: V f = (3z%y*, 423y3), sa Vf(2,1) = (12, 32). Riktningsderivatan blir

1l =1(12,32) - (2/sqrt5,1/sqrt5) = 56/sqrt5.

Lat f(z,y) = 22 + 3?> — 2y + = + 3. Hitta extrempunkterna och bestim deras typ

(lokal maximum/lokal minumum/saddel).

Losningsforslag: Vf = (2e—y+1,2y—z). Om Vf = 0, har vix = 2y och 2z—y+1 =0,

ie.3y+1=0,y=—1/3, och z = —2/3. For att se vilken typ dr stationir punkten
-1

-1 2

ar4—1 =3 > 0, sa detta &r en extrempunkt. Ocksa 2 > 0 s& matrisen dr positivt

definierat, sa vi har en lokal minimum. (Obs! Sadelpunkten &r inte en extrempunkt,

men man skulle kunna raka for den nir man genomférde analysen.)

beriknar vi Hessian < ) som #r konstant i alla punker. Dess determinat

Parametrisera en kurva som dr den kvart av elipsen 422 + 9y% = 25 som ligger i andra
kvadranten. Still upp en integral som ger lingd pa kurvan (du behover inte berikna
integrallen).

Losningsforslag: (x,y) = (5/2cos(t),5/3sin(t)), t € [7/2,7].

Léngden blir f:/z V/(5/2)2sin?(t) + (5/3)2 cos(t)dt.

Beriikna divergensen och rotationen for vektorfaltet F'(z,y, 2) = (y+2)i— (z+2)j +
(x + y)k. Ar vektorfiltet konservativt? Ar det kéllfritt?

Losningsforslag: div(F') = 04 0+ 0 = 0. Faltet &r kallfritt. rot(F) = (1 — (—1))7 +
(1-1)7+ ((—1) — 1)k = 2i — 2k. Sa faltet &r inte virvelfritt och da inte konservativt.

2. Bestim normalen och tangentplanet till grafen av funktionen f(z,y) = x?y> i punkten

(1,2)

Losningsforslag: Vf = (2zy?3, 322y?). I punkten (1,2) har vi Vf = (16, 12), sa tangentpla-
nen blir linjar approximationen av funktionen z = 8 4 16(x — 1) + 12(y — 2), normalen till
bada grafen och tangentplanen blir (16,12, —1).

3. Bestdm minimum av funktionen f(z,y) = 2%+ 3zy + 6y? + 2 6ver ett triangulirt omrade
med hoérnen i (0,0), (—2,0), och (0, —2).

Losningsforslag: Hitta forst extrempunkterna - Vf = (2 + 3y + 2,3z + 12y) = 0, sa
x=—-4y, -8y +3y+2=0,5y =2,y =04 x = —1,6. Punkten (—1,6;0.4) ligger

(2p)

(3p)

(2p)

(3p)

(5p)

(6p)



dock utanfor triangel, sa vi behover inte undersoka den. Det vinns inga andra stationira
punkter, si extrema virden uppnas pa randen.

Randen bestar av tre strickor. Den forsta kan parametriseras som (t,0), ¢t € [—2,0]. Da
f(z(t),y(t)) = 22 + 2z, som har minimum vid ¢+ = —1 (dvs, fér (z,y) = (—1,0), och
maximum i &ndpunkterna.

Den andra kan parametriseras som (0,¢), t € [~2,0]. D& f(z(¢),y(t)) = 6t%, som har
minimum i ena dndpunkten och maximum i den andra.

Den tredje kan parametriseras som (t, —2—t), déir t € [—2,0]. D& f(z(t), y(t)) = t2+3t(—2—
£)4+6(—2—1)2+2t = (1 —3+6)t2 + (=6 + 24 + 2)t + 24 = 412 + 20t + 24 = 4(t> + 5t + 6)
som har minimum vid t = —5/2, som ligger utanfor intervallen [—2,0]. Alltsa dér nar
funktionen sin minimum och maximum i &ndpunkerna.

Vi ska nu kontrollera horn till trinagel (som &r &ndpunketrna for strickorna, samt punkten
(_17 O)
f(0,0)=0, f(—2,0)=4—-4=0, f(0,-2)=6-4=24, f(-1,0)=1-2=—1.

Svar: Minimum blir —1, som uppnas i punkten (—1,0). *¥¥**

4. (a) Berfikna dubbelintegral [[},(z? + y?)dady, dir D = {z* + y* < 4,z > 0}, (3p)
Losningsforslag: Vi gar over till poldra koordinatér, ddr D = {r < 2,6 € [-7/2,7/2].

w/2 2 w/2
// (2% + y*)dxdy = / / r2rdrdd = / [rt/4)2d0 = 47
D —7r/2J0 —7/2

(b) Berékna dubbelintegralen (3p)

// zy?dA,
D

dér D = {|z| + |y| < 4}.
Losningsforslag:

4 pd—|y| 4 A 4
// zy?dA = / / zy?dedy = / yQ[xQ]‘yT‘_yidy = / Ody = 0.
D —4Jly|-4 -4 —4

(Man kunde ocksa se fran borjan att i x riktning vi integrerar en odda funktion 6ver
en symmetrisk kring 0 interval.)

5. Betrakta vektorfiltet F(x,y) = xyi — (x + y)j.Beriikna arbetet som F utrdttar lings
positivt orienterad randen C till kvadraten med hérni (1,1), (—1,1), (—1,—1) och (1,—1) (5p)

(a) Fran definition
Vi kan dela kontorn i fyra strickor, med positiv (motyrs orinetering) blir dem: fron
(1,—1) till (1,1), fran (1,1) till (=1,1), fran (—1,1) till (—1,—1), och fran (—1,—1)
till (1, —1). Pa varje strika blir arbete itegral av skaldrprodukten av filtet med tan-
gentriktning (som &r konstant pa varje stricka, i vart fall).
Vi fér pa motsvarande strickor (Obs! riktning pa integrering motsvarar orientering-
en):

/1 -1+y)dy =-2

-1

-1
/ zdr =0
1

—1
/1 —(—1+y)dy = -2

1
/ —xdr =0
1

Tillsammans blir det —4.



(b) Med hjélp av Greens formeln

Greens formel séger att arbetet blir fil fil(—l — x)dzdy = —4. (Obs! bada siitt ger
samma svar.)

VAND!



Del 2: Overbetygsdelen

Normalt krdavs for poidng pa uppgift att man redovisat en fullstindig 16sningsgang, som i princip lett, eller
atminstone skulle kunnat leda, till malet.

6. Avgor om foljande gransvirdena existerar eller ej och bestdm i forekommande fall deras (6p)
vérde (tydlig motiveringen krévs!)

) e z2+y2 ) T—y
(@) lm ——— (b) lim ——=
(2.y)=(0,0) T2 + Y (2.9)=(0,0) 2 + y?
Losningsfirslag:

1/r?

(a) Ga over till poldra koordinater, s& far vi lime=1/7" /r? = 0, dvs. grénsvirdet finns.

(b) Betrakta y = 0, da x/2? dr devirgent, s grinsvirdet finns inte.

7. Betrakta vektorfilet F'(z,y, z) = xé+yj+zk. Lat S vara ytan av kuben med medelpunkten (6p)
i origo och sidoléngd 2. Ytan S &r orienterad med utat pekande normalen

(a) Berdkna flodet av F ut genom S med hjilp av definition.
Losningsforslag: Vi har 6 sidor av kuben och flédet genom dem gar i vinkelratt rikt-
ning. Alltsa flodet genom sidor parallela med xy-planet motsvarar k komponenten
och z = £1 (och likadant fér andra sidor)nér vi rédknar till orientering far vi att vi
ska integrera 1 6ver varje sida av kub, som har area 4. Hela flédet blir da 6 - 4 = 24
(b) Berékna flodet av F ut genom S med hjélp av divergenssatsen. Losningsforslag:

div(F) = 3. Divergenssatsen siger att flddet blir integral av divergens 6ver kuben. Sa
den blir 3 - 8 (kubens volum ir 23 = 8).

8. Redogor for relationerna mellan egenskaperna for en funktion: kontinuerlig, kontinuerliga
partiella derivator samt differentierbar. Nar nagon av egenskaper medfér inte annan visa
en (mot)exempel. (6p)

Losningsforslag: Kontiluerliga partiella derivator medfor differentierbar, och differentierbar
medfor kontinuerlig.

Funktionen f(z,y) = /22 + y? dr kontinuerlig, med &r varken differentirbar eller har
kontinuerliga partiella derivator i origo (se restriktionen till y = 0.

Funktionen f(z,y) = (2? +y?)sin(1/(2? + y?)) ér differentierbar (den har uttryck som ér
differenterbar utanfér origo, och approximeras till andra ordning av I(x,y) = 0 i origo).
Men den inte har kontinuerlig partiel derivator i origo: Nér y =0

Of |0z = 2z sin(1/2*) — 2/x cos(1/z?),

som &r ej kontinuerlig i origo.

Lycka till!
Maria Roginskaya



