W4 — integrations tekniker

den grundlaggande teknik ar att man gissar, och sen:

e partiellintegration (nar man kan gissa en del av integralen,
men kanske inte det hela)

* integraler av rationella funktioner kan forenklas till bara
tva typer

* variabel substitution (visa integral typer kan [6sas med en
Vis typ av substitution)



varmer upp med nagra enkla integraler:
orimitiv funktion gar att gissa

. fol dx =7 (1) e visa att f% = In|x| (6)
« [T xdx =2 (2) .« [ 225 =7(10)
« [1(1 = x)dx =2 (3) [ 2 =7 11)

. folx(1 — x)dx =? (4) * [xcosx?dx =?(12)
. folxx/l — x2dx =7 (5)

* Vilka av de ar bestamda och vilka av de ar obestamda integraler?
e Varfor ar (2)=(3)?



ADAMS/6.1 partiell integration: fudv=uv - [duv
Integralenattrikna  [tps

Tau = x och dv = sin x dx.

f X sin x dx Rakna du, och hitta v.

Tau = x och dv = cos x dx.
Vad blir du? Vad blir v da?

[ x? sinx dx u = x? och dv = sinx dx

(G) AD/6.1-Prob 1: [ x cos x dx

Tau = Inx och dv = dx.
Vad blir du? Vad blir v?

(G) AD/6.1-Prob 5: [ x3Inx dx Tau = Inx och dv = x>dx.
Vad blir v da?

[ Inxdx

Tau = x och dv = e*dx.
Vad blir du? Vad blir v da?

Tau = x + 3 forst, ta
(G) AD/6.1-Prob 2: [ (x + 3)e?*dx; konstanterna utanfor
omvandla integralen med lampliga integralen, en variabel byte

substitutioner till formen [ veVdv till med 2u = v, stada
konstanterna en gang till

[ xe*dx



enkla variabel substitution

(G) AD/6.1-Prob 2: f (x + 3)e?*dx; Tau = x + 3 forst, ta konstanterna utanfor
omvandla integralen med lampliga integralen, en variabel byte till med 2u = v,
substitutioner till formen [ veVdv stdda konstanterna en gang till

Ta u = 2 + 3x och stada konstanterna (sa

. dx . du
ITRENE 2 T e f2+3x il f u att de forflytas utanfor integralen)

Med smart variabel byte rakna u = 3x — 2 for att fa en polynom i u som ar
enkelt att integrera, och byta tillbaka
fx2(3x — 2)1%ix

Med smart variabel byte rakna u = 4x — 5, omgruppera, och stada
konstanterna

jx sin(4x — 5) dx

Omvandla till fd—u : @u=1-x;
dx i dx (b)u =1+ x;
(a)fa; (b)fm} (C)f3+2x (c)u =3+ 2x



-ind the integrals of the piecewise continuous
functions

31/2
33. / | cos x| dx
0

3 son (x —2
3. [ senx —2)
1

x?2

0 1f0<r <1

38. g(t) = % | ifl < <3 Over 0, 3]



grundlaggande integraler med substitution
otegral | substiution

dx
T x = tanu
dx
N X =sinu
—x
. dx
Visa att fm kzn 1
u
. x =
omvandlas till fcosu cosu



Viktiga integraler vi anvander ofta

2
X a
[x/.,rz + a?dx = Ex/.xz + a? + 71n|.x +Vx2+a?+C

=In|x + vVx2 +a2|+C
/ 7

:(12




integraler av rationella funktioner

dx
1 — %2 konjugat regeln

A B
(x—1)(x+2) T ox-1 i x+2

Matchande konstanter:

dx
j (x—1D(x+2)

dx
j4 T 2 variabel byte x = 2u
dx
J 4 — 12 konjugat regeln och variabel byte x = 2u
j dx Kvadrat komplementering: x? —4x + 8 = (x — 2)% + 4
8 — 4x + x2 och variabel byte x — 2 = u och senare u = 2v.



ADAMS/6.2 integraler av rationella funktioner

integraler av rationella funktioner kan forenklas till bara tva typer f( T eller
f(ff;;n dx; huvudsats ar att varje polynom kan faktoriseras i en produkt av

termer med tva typer (x — a)™ eller (x? + ax + b)™; i princip dessa
integraler ar enklaste att rakna (dock jobbigaste, med manga steg). Har vi ser
hur man raknar dessa integraler. Viktig mellansteg.

(G) omvandla integralen [ (1+:fx2)3 till formen [ (a+b;12))dcu Vad ar a, b, och c lika
med?
(G) omvandla integralen f xf;)ll till formen [ (a+b§2))dcu Vad dr a, b, och c lika

med?



ADAMS/6.2 integraler av rationella funktioner

ax-+
e )n eIIerf( Z)n dx; huvud sats ar

att varje polynom kan faktoriseras i en produkt av termer med tva typer (x — a)™ eller (x? + ax + b)™;
i princip dessa integraler ar enklaste att rakna (dock jobbigaste, med manga steg). Har tittar vi pa hur

man rakna den jobbigare integralen.

integraler av rationella funktioner kan forenklas till bara tva typerf

Problem: Hitta en rekursiv formula for I,, = [ o dxz)n Rakna I; och 5.
Tips: Anvand partiellintegration med dv = dx och u = o ch)n'
— 2y—n-1 X
Mellansteg I, = (1+x2)" [ (=)@ +x>) ™ N2x dx x = ey
xZ 2 xZ
2nf Trxtynit dx. For att rakna f AT dx skriv den om som [ gFeaTrE dx =
1+x%-1 dx dx . :
J (1+x2)n+1 dx = | Tt J L2yt = I, — I,,+1. Pussla ihop det hela till: I, =
Tx)" + 2n(l,, — I,,41) och utryck I,,,; som funktion av [, och bytn - n — 1.

Forstar du varfor? For att kunna rakna rekursionen!
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