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Syftet med integraler ar att kunna I6sa differentiella ekvationer, men integraler kan tillampas till
nagra viktiga problem som har en distinkt geometrisk kdnsla, och ar lattare att forsta: ytor, langder,
och volymer av former som inte ar regelbundna. Det &r alltid samma princip som anvands att rakna:
man delar objekten man ar intresserad i mindre bitar som approximeras med nagonting vi kan rdkna
langd, yta, eller volym av. Det slutliga resultatet kan alltid utryckas som en bestamd integral. Nar
man val ha fattat vad integralen handlar om, det viktigaste ar att kunna anvanda den.

| kort, ytor i 2D som definieras av tva funktioner f(x) och g(x) 6ver ett intervall [a, b] rdknar vi med
vanlig Riemann integral som férekommer i tva versioner, utan (matematisk yta) och med absolut
belopp (fysisk yta):

b
Ayp = J[f(x) —g(x)]dx (matematisk yta)

b
Agp = j FG) - g(Oldx (fysisk yta)
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Langder av kurvor som definieras med funktionen f(x) 6ver ett intervall [a, b], rdknas med hjalp av
formeln

b
LZD = J 1 +f,(x)2dx
a

Ytor som man far om en funktion roterad, alltsa en “embedded” yta i 3D rdknar vi med

b

S3p =f2nf(x) 1+ f'(x)%dx

a

och volymer som definieras pa samma satt rdknas med

b

V= fnf(x)zdx

a

Processen ar alltid densamma:

(1) Identifiera f(x) (och eventuellt g(x)) for problemet
(2) Identifiera integrations granser a och b

(3) valj en av de formler ovan som passar till problemet

5.1 Tillampningar av integraler: ytor i 2D och langder av kurvori 2D

5.1.1 Ytori2D med grdanser som beskrivs av funktioner

Vi borjar med det enklaste, nagonting vi redan i princip vet: ytor i 2D med granser som beskrivs av
tva funktioner f och g. Dessa funktioner kan begrédnsa ytan i tva led: (i) x-led eller i (ii) y-led. Om fall
(i) da jobbar vi med grénser definierade med y = f(x) och y = g(x); om fall (ii) da jobbar vi med
granser definierade med x = f(y) och x = g(y). Vi diskuterar enbart x-led i kompendiet. Det blir
ganska enkelt att generalisera till y-led om det behdvs.

Den matematiska ytan: Ytan dar vi bryr oss om tecken. En typisk yta vi ar intresserade i ser ut somi

bilden:
)

VA
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Malet ar att rakna den gula ytan. Det finns tva satt att téanka.

Satt 1: Subtrahera den mindre ytan fran den som &r storre.
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Satt 2: Dela den stora ytan i infinitesimala ytor som ar enkla att rdkna.
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Vi réknar den stora ytan med att summera 6ver alla sma ytor:

A
A=fdA
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0

Fran bilden ovan ser vi att dA = (f()?) — g(f))dx dar X € [x,x + dx]. P4 grund av att vi jobbar
med infinitesimala tal behdver vi inte vara oroliga vilken X vi valjer. Man kan enkelt argumentera att
om vi véljer den vanstra kanten, alltsa X = x, da skillnaden fran den riktiga yta ar forsumbart. Titta
pa det réda omradet i bilden. Alla kanter som definierar den réda ytan i bilden ar proportionella mot
dx. Alltsa langden 6§, av en kant k ar sadan att §, = a,dx dar ay, ar ett tal som beror inte pa dx. De

sma ytor ar alltid proportionella med en produkt av langder av tva kanter k och [: §,6; x

apa;dx? ~ dx?.
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Om vi valjer den vanstra kanten da far vi

dA = (f(x) — g(x))dx
sa ytan kan rdknas som

A b

A= f dA = f(f(x) —g(x))dx
0 a
Den fysiska ytan: Ytan dar vi ignorerar tecken. | princip det &r samma utrdkning som foér den

matematiska ytan, men vi maste anvanda absolut belopp under integralen:

A b
A= j \dA] = jlf(x) _ g()ldx
0 a

For att rakna sadana ytor kan man anvanda flera olika tricks. Trick 1: anvanda faktum att ytan kan
vara positivt eller negativt. Trick 2: anvand speglig i x och y led. Ibland detta kan leda till enklare
funktioner och enklare integraler.

Nagra exempel som visar hur man jobbar med olika typer av ytor (fysiska mot matematiska)

For att forsta skillnaden mellan den matematiska ytan och den fysiska ytan en viktig bild att studera
ar
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V A
) , y=1/(x)]
y = .f(x) '4'--.'~.
Aq ,"' A2
a b x
As
Figure 5.27

och en viktig grej ar att fatta skillnaden mellan dessa tva integraler

b b
[ f(x)dx = A1 — A, and f | f(x)|dx = A1 + A>

Notera att i ekvationer A; och A, forestaller ytor och ar positiva tal. Sa ekvationer kopplar geometri
(ytor) med analys (integraler pa den vanstra sidan av ekvationer). Den forsta integralen kan bli
positivt eller negativt for skillnad mellan tva positiva tal kan bli positivt eller negativt. Den andra
maste vara positivt: ingen chans att summan av tva positiva tal blir negativt. ADAMS skriver valdigt
bra om vad skillnaden forestéller och jag kommer inte att orda mycket om det. Se

AD/5.7 Areas of Plane Regions

for detaljer. Nagra bra problem att 6va pa som ar enklare ytor ar AD/5.7.1,5.7.2,5.7.3, 5.7 4. Lite
svarare problem som har med komplicerade ytor at géra dr AD/5.7.17, 5.7.18. Bra exempel att dugga
igenom foljer.

EXAMPLE 1 The area le‘illlt!}tt! by y=cosx,y =0,x =0,and x = 3r/2
—— —  (see Figure 5.28) is

3n/2
A= [ |cosx|dx
0

Just for det har problemet menar ADAMS att man skall rakna den fysiska ytan. Det ar viktig att rita
grafen, annars ar det jattejobbig att jobba med sadana problem.

.

V =C05X

N
A

Problemet ar att den grona och den blaa ytan har olika tecken, den forsta ar positiv och den andra ar
negativ.

oy
N

-

Figure 5.28



Kompendiet i matematisk analys fér IT/DATA studenter, Zoran Konkoli, Jan 2020 Sida | 6

Figure 5.28

3

Alltsa det skulle vara fel att rdkna A = f07 cos x dx for det skulle ge den matematiska ytan

3

z .3 3my
AMy=f cosxdx =sinx|; =sm<7)—51n0=—1—0=—1
0

Om vi rdknar med absolut belopp da far vi ratt form pa grafen och ytan
3T

2
AFY=J- | cos x| dx
0

Figure 5.28

Har ar problemet att vi maste integrera en funktion med absolut belopp inkluderat. Det skulle vara
svart att hitta den primitiva funktionen till | cos x | i en form som &r enkel. Det finns ingen annan
utvag an att grundligt studera teckenbyte och dela integralen 6ver intervaller dar tecknet andras
inte. Sa vi maste bli av med absolut belopp pa det vanliga sattet! Fran grafen vi kan se exakt i vilka
punkter cos x byter tecken. | kort, vi maste vara superforsiktiga hur vi tar bort absolut belopp.

3m L3 3m
2 2 2
Apy =f |cosx|dx=f |cosx|dx+L | cos x| dx
0 0 z
2

| det forsta intervallet x € [0, g] har vi [cos x| = cosx och

2 2 T T
f |cosx|dx=f cosxdx=sinx|§=sin(—)—sin0=1—0=1
0 0 2
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. 3 S . .
| det andra intervallet x € E,?n] kan vi skriva |cos x| = — cos x och integralen bli

37 3

2 _ 2 _ (3 AN _
JE | cosx|dx = _fE cosxdx = —(sm(T)—sm(E)) =—(-1-1)=2
2

2

Sa den fysiska ytan &r lika med
AFY - 1 + 2 - 3

5.1.2 Langder av kurvori 2D
Man raknar langden av en kurva med att dela det hela langden L i sma bitar Al

P, =B

P,,,1

Pi

Py
Figure 7.21 A polygonal approximation
to a curve €

Pa det sattet den totala langde blir en summa av alla dessa sma langder
L=Y Al

Notera att ADAMS anvander As istallet for Al. Det ar bra att ni vanjer er med olika bokstaver, for i
litteraturen ar dl valdigt vanligt. Sa nar Al — dx da summan omvandlas till en bestamd integral

L =/[dl

Sa vi byter approximations tecken mot likhet. Det &r en stor grej for det betyder att vi kan i princip
rakna langder exakt.

Na&r kurvan ar en graf: Om kurvan beskrivs som en graf av en funktion da kan vi hitta ett ganska
enkelt uttryck for dl. Det viktigaste i det hela ar att fatta hur man rdknar Al eller dl. ADAMS gor det
valdigt bra sa jag hanvisar till

AD/7.3 Arc Length and Surface Area

Se texten kring grafen och ekvationen
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(ds)* = (dx)* + (dy)?

Resultat ar att langden kan raknas med hjalp av

Figure 7.22 A differential triangle

x=b
G = ds, where \/1 + (f (x))

Nagra bra problem att 6va pa ér AD/7.3.1, 7.3.2, 7.3.7, 7.3.8. Jag skulle rekommendera att ni borjar
med att g igenom 7.3.EX1.

Nar kurvan inte ar en graf: D3 kan vi infora ett koordinatsystem och dela kurvan in mindre bitar som
ar funktionen. Har ser ni olika delar av kurvan fran ADAMS som &r funktioner. Dessa ar markerade
med olika farger.

Figure 7.21 A polygonal approximation (
toacurve ©

Att rdkna langder av kurvor dr en ganska mekanisk process. Se pa det har exemplet fran ADAMS:



Kompendiet i matematisk analys fér IT/DATA studenter, Zoran Konkoli, Jan 2020 Sida | 9

Find the length of the curve y = x?/3 fromx = 1tox = 8.
EXAMPLE 1 -

‘ . ~1/3 . ;
Solution Since dy/dx = %2x~'/? is continuous between x = 1 and x = 8 and

/ ~ . .
x1/3 > 0 there, the length of the curve is given by

8 4 ; 8 9; .2/3 4
5 = 1+ —.\"*“(1,\‘ = ittt s
1 9\’2/3

:/W

SR -
3x1/3 Letu = 9x2/3 + 4,

du = 6x7 13 dx

0 40v40-13V13

13 27

1 40 . 1
= — u? du = —u’
18 /13 27

3/2 )
/2 units.

Man bara tillampar receptet vi har diskuterat. Ibland kan man rakna integralen analytisk, ibland inte.
Om inte, da anvander vi numerisk integration som Trapez eller Simpson.

Vi fortsdtter med att kontrollera att receptet sttmmer med vdra férvdntningar angdende enkla
geometriska former!

Exempel: Den raka linjen. Den raka linjen som gar igenom punkter (0,0) och (a, b). Linjen beskrivs
med ekvationen f(x) = kx + m sddan att f(0) = 0 och f(a) = b.Vivetattm = 0och b = ka
som ger k = b/a. Det ar en enkel gymnasiematematik problem att visa detta. Funktionen vi jobbar

. b . - N . b .
med ar f(x) = ;x och x € [0, a]. For att tillampa receptet behover vi derivatan f'(x) = - Om vi
tillampar receptet:

a a 5 S a 5
L=0J 1+f’(x)2dx=6f f1+<§) dx = ’1+(§) bfdx= 1+<§) a

med att “krypa” med a under roten (glém inte att a blir a? da) och enkel algebra kan vi visa

1+(2) a= 1+()) @

och vi reproducerar Pythagoras satts.

L =+/a? + b2
Inte sa konstig, for vi anvdande satsen att rédkna vad dl ar.
Exempel: En kvart av cirkel. Ett bra exempel att ga igenom sjalv ar att rakna langden pa en fjarde del

av cirkel med en vis radie. Vi vet att denna ldng maste vara 2w /4 alltsa /2. Ett "syskon” exempel &r
7.3.EX4 som dr samma problem strukturellt sett med handlar om en elips istéllet.
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16\

\ X ?

Fran bilden vi ser att cirkeln beskrivs med grafen av en funktion f(x) som tillfredsstaller den har

ekvationen 1 = x2 + f(x)?. L6ser man ekvationen d& far vi f(x) = V1 — x2. Langden av kurvan kan
réaknas som

1

1 1
x2 dx
— ! 2 — - = _—
L f\/1+f(x) dx f 1+1_x2dx fm
0 0 0

och det stimmer med vara forvantningar att langden av en fjardedel av cirkeln borde vara Tn =

s
=sm_11—sm_10=z— =

NERLYE

5.2 Tillampningar av integraler: ytor i 3D som definieras med roterande funktioner
Det ar kanske det svaraste delen av boken att begripa sig pa. Alltsa kanske det svaraste i ADAMS att
ga igenom ar kapitel

AD/7.3 Arc length and surface area > Areas of Surfaces of Revolution

som betraktar problemet att rakna ytan som i bilden

Axis

dS =2mrds

Figure 7.26  The circular band generated
by rotating arc length element ds about the
axis

Det svaraste principen att fatta &r hur man réknar dS. Som ADAMS skriver sjalv
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Remark Students sometimes wonder whether such complicated formulas are actu-
ally necessary. Why not just use dS = 2x|y|dx for the area clement when y =
f(x) is rotated about the x-axis instead of the more complicated area element dS =
27| y| ds? After all, we are regarding ¢ x and ds as both being infinitely small, and we
certainly used dx for the width of the disk-shaped volume element when we rotated
the region under y = f(x) about the x-axis to generate a solid of revolution. The
reason is somewhat subtle. For small thickness Ax, the volume of a slice of the solid

Sida | 11

Alltsa frestelsen &r stor att skriva dS = 2mf (x)dx och det ar fel fér den rétta formeln ar dS =
2ntf (x)ds eller i kompendiets notation dS = 2mf (x)dl. Jag har forsokt hitta ett bra satt att forklara
det pa men sannerligen ar det inte latt. En bra minnesteknik ar att tanka fel och sen komma ihag att

byta dx i sista stunden mot dl.

Bevis 1 for ytaelement dS:

Det viktigaste for beviset ar “den tangerande konen”. Det ar konen som man far om man férlanger

tangenten i punkten (x,f(x)). Bilden visar hur det blir om vi gor sa:
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Vi behover inte veta vad radien av skivan ar, dock vi kunde rakna den om vi skulle vilja gora sa. Vi vet
exakt vad vinkeln a ar. Vi kommer att prata om det senare. Ytan av skivan ar

S 2 a ah?®
= 1h¢—= —
21 2
for om a = 2m da skulle vi fa hela cirkelns area med radie h. Sa formel ovan stammer. Nu undrar vi
hur mycket dndrar sig ytan om vi 6kar h en smula till A + dh men behaller samma vinkel.

a(h + dh)? ah? ah?\ a2h
dS =S(h+ dh) —S(h) = - =d|——|=——dh = ahdh
2 2 2 2
Det intressanta med formel ovan &r att ah kan bytas ut till ndagonting som vi vet. Namligen, for vinkel

a det maste vara sa att

_ bage 2mf(x)
*= radie  h

som ger oss att
ah = 2nf(x)
Sa slutligen kan vi skriva
dS = ahdh = 2nf(x)dh

Det dar med hur kombinationen ah byts ut i formel &r tokig men sant. Det har beviset ar det basta (i
pedagogisk mening) som jag lyckades astadkomma dock i sanningens namn det dr en ganska kranglig
utrakning.

Bevis 2 for ytaelement dS: Vi rdkna den yttre ytan av en kon som har en vis héjd H, radien R, och
langden av den yttre kanten L, precis som bilden visar. Hojden H blir inte viktig for oss. Det hela ytan
S kan rdknas om en enkel integral. Se bilden for att se hur ytaelement ar konstruerat.

En bra fraga har. | bilden ovan, spelar det nagon roll om L ar hojden eller kanten av triangeln? Vi
summerar 6ver alla sma ytor som i bilden.

21 2T 21
S—IdA—fl dl L—flR de L—RLfde—RLz = nRL
= -] 2 -] 2 72 T rEn
0 0 0

Nu raknar vi skillnaden nar ytan 6kar. For att géra det vi 6kar x en smula. Se bilden
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AR

Da skillnaden i ytan kan raknas som
dS = Syt — Sgammae = (R + dR)(L + dL) — nRL = m(RdL + LdR)
Vivet att R = f(x) sa det maste vara sant att dR = f(x + dx) — f(x) = f'(x)dx. Andringar dR

och dL maste vara proportionella for vi ser fran bilden nedan att siny = R/L dndras inte oavsett R
och L, alltsa det alltid sant att R = L siny.

JR*—,}\(I) ax
tomA = }'(x)
1\ otﬁy‘\
A xdr

Sa nu vet vi att dL = dR/ siny. Men, vi vet ocksa att tany = f'(x). Pusslar vi ihop all far vi

1 L
+L>dR=T[R(_ +—)dR
siny R

dR R
dS = (RdL + LdR) = rc(R_—+ LdR) = n(
siny siny

“ . L 1
Nu anvander vi att — = ——. Detta ger oss

R siny
1 2mR

1
dS=7TR(_ +_—)dR=,—dR
siny  siny siny

Nu har ett gymnasiematematik problem. Om vi vet att tany = f'(x) hur kan vi rdkna cos y. Om man
anvander bilden

I\VW k- yand

) !,__ -Hw’/‘
Y = < \]AHNZ'Y

far vi

tany 1 J1+tan?y

siny = = =

J1+tan2y siny ~ tany
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Nu ar vi en smula ndrmar l0sningen:

2R J1+tan?y .

—dR = 2nR
siny tany

ds =

Det &r dags att komma ihag hur funktionens form styr det hela: tany = f'(x) och R = f(x) med
dR = f'(x)dx, och nu kan vi pussla ihop alla komponenter:

ds = 27Tf(x)1f%);)(x)zf’(x)dx =2nf (x)\/1+ f'(x)?dx

Och nu kan man undra om det har beviset ar enklare dn den forsta. Som vanligt ndr man val anar hur
det hela gar till, da ar det viktig att kunna anvanda resultatet.

Fran ytaelement till integral

For att slutfora beviset for hela ytan behover vi pussla ihop allt vi har rdknat. Nu nar vi vet
ytaelement dS hur kan vi rdkna hela ytan. Vi kan gora det har pa tva olika satt, valj den ni foredrar.
Innan vi forklarar dessa tva satt lat oss byta notationen en smula for det kommer att bli praktisk,
utrdkningar kommer att bli mera begripliga. Lat oss skriva dS som do.

do =2nf(x)\J1+ f'(x)?dx
Det ser man kanske inte direkt men o ar en variabel som beskriver hur ytan varierar nar x andras.
Det ar precis vad ekvationen ovan forklarar till oss. Den sager exakt hur mycket ytan dndras om vi
fornedrar x en smula, och andringen beror pa referenspunkten x. Se bilder for tre instanser av
problemet nar x ~ a (vi har borjan pa ytan), ndr a < x < b (mittemellan), och nar x = S (vi har
néasta fyllt med hela ytan).
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Den visar ytan ¢ for en viss val av x. Alltsa vi vet att ytan o &r en funktion av x: ¢ = p(x). Vi vet
faktisk vad derivatan av p(x) ar. Den ar exakt lika med

d
P = 7 = 21 GOV + /G2

Vad vet vi mera om p(x)? Ja, inte mycket mera an att vi vet vad derivatan av p(x) men sund fornuft
sdger att det borde varasd att p(a) = 0 och p(b) = S.

Varfor ar p(a) = 0? Ju, om x = a da har vi precis bérjat med att rotera grafen och vi har bara en
punkt som vi roterar runt. Nar en sadan punkt sveper runt den bara lamnar en linje som spar. Linjer
har ingen yta, alltsad det maste vara sa att p(a) = 0. Varfor ar p(b) lika med S? Ja, om x = b da har
vi precis natt den hela yta vi ar intresserade i. Alltsad det maste vara sa att p(b) = S.

Nu har vi borjat nudda pa ett superkollosaltviktigt koncept i matematiken: randvillkor. Nar man
bestammer vardet pa funktioner pa det har sattet heter i matematiken att man bestammer
randvillkor for problemet. Randvillkor for vart problem uttrycks exakt i tva ekvationer

p(a) =0
p(b) =S
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Det finns ingen utrakning som sager att det skall vara sa. Det ar sund fornuft om problemet som
hjalper oss avgora att det maste vara sa. Nu atergar vill tillbaka till malet att konstruera den slutliga
integralen och diskuterar tva satt man kan goéra det pa.

Sdtt 1: Att tolka ekvationen fér ytaelement som en differentialekvation.

Integrerar vi den vanstra och den hégra leden av p’(x) = 2tf (x)/1 + f'(x)? 6ver intervallet vi &r
intresserade i, alltsa mellan x = a och x = b, far vi

b b
fp’(x)dx =J2nf(x) 1+ f'(x)?%dx

Las oss betrakta den vanstra leden av ekvationen.

b

[ p'@dx = p®) - pta)

Nu kan vi antligen skriva
b

fp'(x)dx —pB) —p(@=S—-0=5

a
och da har vi visat att

b

S=J27Tf(x) 1+ f'(x)%dx

a

Sdtt 2: Att tolka ekvationen fér ytaelement som ett integrations variabel i en bestdmd integral. Om vi
betraktar o som integrations variabel da kan vi ganska enkelt kolla att féljande kort utrékning ar
konsistent med hur vi raknar integraler. Det dr ganska enkelt att visa

Den primitiva funktionen av f(¢) = 1 ar ju F(0) = ¢ pa samma satt som den primitiva funktionen
av f(x) = 1ar F(x) = x. Allt ar konsistent. Att vi kallar variabel for o istallet for x spelar ju ingen
roll.

Som vi har diskuterat, vi vet att ytan ar en funktion av x, ¢ = p(x), och vivet att p(a) = 0 och
p(b) = S. Da kan vi anvdnda satsen fran ADAMS (som vi har anvént valdigt manga ganger) som
handlar om variabel byte. Vi vill byta integrations variabel fran sigma till x och da gor vi en variabel
substitution. Vad &r lite konstig har ar att vi vet inte hur p(x) ser ut. Vi gor variabel byte dnda: o =
p(x). Som vanligt vi behéver omvandla do till dx. Virdknar do = d(p(x)) = p'(x)dx enligt GDR.
Da kan vi utfora variabel byte som vi brukar gora
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X2

s
S = f do = f p'(x)dx
0 X1
Enligt satsen i ADAMS, integrations granser maste vara konsistenta med variabel byte i anvander.
Integrationsgranser maste matcha pa det har sattet:

0=p(x1)
S = p(xz)

Men vi vet fran den tidigare diskussion att p(a) = 0 och p(b) = S. Da maste det varasa attx; = a
och x, = b. Nu vet vi att

b b
S = = fp’(x)dx =J27Tf(x) 1+ f'(x)%dx

Att anvanda receptet

Nagra bra exempel att bérja ga igenom ar 7.3.EX5 (bevis for att area av en klot med radie r ar 47nr)
och syskonexemplet 7.3.EX6. Viktiga exempel som ni kan gora sjalva ar att ta kanda geometriska
former (cylinder, kon) och kolla att formler som ni anvande under gymnasiet ar korrekta, alltsa
hérled kdnda gymnasiet formler.

Gymnasiematteexempel 1: ytan av en cylinder.

= 7‘{“(:-"”"}@ (/t : L} iLd“M_,i o (’Aj lr'&.i'\v& e’
S

{
H R

Gymnasiematteexempel 2: ytan av en kon.
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Det viktigaste ar att ni kan anvdnda "receptet” ovan. Vad betyder detta i praktiken? Ju, att ni kan
identifiera vad f(x) ar och vilka integrationsgrédnser ni skall anvanda, alltsa att ni vet vad a och b &r i
ekvationen ovan. Att laga mat man maste ju vara bekant med ravaror, inte sant? Nagra bra problem
att trana pa ar 7.3.23, 7.3.26, och 7.3.32.

5.3 Tillampningar av integraler: volymer i 3D som definieras med roterande

funktioner
Jag har mérkt att de har kapitlen inte brukar vara sa svara for studenter

AD/7.1 Volumes by Slicing — Solids of Revolution
AD/7.2 More volumes by slicing

sa jag kommer att orda minst om sadant.

Det enda jag skulle vilja papeka ar att det finns tva strategier ADAMS pratar om hur man kan rakna
komplicerade volymer. Man raknar volymer pa tva satt. Satt 1: Att veta hur tvarsnittets area A(x)
beror pa x (den vénstra bilden i ADAMS). Satt 2: Att anvanda graf av en funktion och rotera den (den
hogra bilden i ADAMS).

a

-

Figure 7.4  The volume element

x=b
V= fx:a dVv dV = A(x)dx 7.3.EX2; .
Ve=n f (F()? dx
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Det viktigaste att fundera 6ver ar att bekanta sig med principer hur rdknar man volymelement dV.
Kanske det svaraste ar att fatta varfér man kan forkasta visa delar av dV/.

Som vanligt det ar alltid en bra 6vning att ta gymnasiematematik objekt och verifiera att volym
formler som ni fick under gymnasiet stammer. Det finns nagra bra exempel i ADAMS, tex 7.3.EX2 &r
bra att ga igenom. Nagra bra problem att 6va pa ar 7.1.1, 7.1.3, 7.1.5, och 7.1.6.

Ett valdigt roligt problem ar att rdkna volymen och ytan av objekt nedan. Det handlar om en oandlig
lang bagaren som beskrivs av funktionen f(x) = % Vi visar l6sningen har i kompendiet. Det

intressanta med problemet ar att ytan ar oandlig dock volymen ar inte det.

© 39. A hollow container in the shape of an infinitely long horn is
generated by rotating the curve y = 1/x, (1 < x < o0), about
the x-axis. ; .

(a) Find the volume of the container. . ; 7

(b) Show that the container has infinite surface area.

(c) How do you explain the “paradox™ that the container can
be filled with a finite volume of paint but requires an
infinite amount of paint to cover its surface?

Losningen till (a):
v 00 00 R
V—de—f (0)2d —f”d— lim [ &
= = | nf(x)*dx = 7 x=m lim p
0 1 1 1

Rdx .. .
Integralen fl x—f ar ganska enkel att rakna

D3 vet vi att
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Lésningen till (b).
{ Yersoand y. 4
\/20»4 ey Y9 Yexband ]a(f'-)= X 74(5[1‘09)
F) = - 3
. x o e By
X
("-“——'—————..a
I' A

e
A
S

§ o i \MM (W
w el ok i$
N 30 i = o \1{/0\/\/\ &Y a&i’nd/{%[
[ dodle \ﬂo%mm AY d(mwsa )

Fundera sjalva kring (c).
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