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2 W2 gransvardet, kontinuitet, och derivata grunder

3 W3 Derivata tillampningar: att skatta sma skillnader

4 W4 integraler: grunder och tekniker

5 W5 integraler: tillampningar - langder, ytor, och volymer

6 W6 differentiella ekvationer som modellerings verktyg

Viktig lasning:
AD/18.1 Classifying differential equations
AD/7.9 First order differential equations
AD/18.4 Second order differential equations
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AD/18.5 Linear differential equations with constant coefficients

AD/18.6 Non-homogeneous linear equations

AD/3.7 Second-order linear DEs with constant coefficients
Relevanta problem

AD/18.1: 1-10 (beskriva DE: ordningen, linjar/icke linjar, etc)

AD/18.1:11-12 (verifiera |6sningar, &r summan av lésningar en |6sning?)

AD/18.1.13 (den harmoniska oscillatorn)

AD/18.1.14 (hyperboliska funktioner)

AD/18.1.16 (den karakteristiska ekvationen med reella |6sningar)

AD/18.1.17 (driven harmonisk oscillatorn + att kombinera homogen och partikular 16sning)

AD/18.1.18 (att kombinera homogen och partikular 16sning)

AD/3.7:1-12 (general solution to the second order DE)

AD/3.7:13-15 (initial value problems, second order DE)

AD/3.7:26-28 (harmonic oscialltor)

AD/7.9:1-10 (separable equations) <= detta &r viktig, gor sa manga ni kan for att utveckla
kdnslan

AD/7.9:11-16 (metod Il, generellt I6sning — fria konstanter)

AD/7.9:17-20 (metod Il, I6sning med begynnelsevillkor — inga fria konstanter)

6.1 Vad menas med modelleringsverktyg?

Vi menar verktyg som hjalper oss att forutse hur verkligheten kommer att se ut. Tex om ni tittar pa
bilden nedanfér som forestéller objekt som ror sig i gravitationsfalt, kan studsa mot varandra, och
det finns friktion.

Kan vi sdga hur de kommer att rora sig 6ver tiden? Det dr ganska uppenbart att detta ar ett valdigt
komplicerat problem. Programmet som jag kor fungerar som en simulator. Man kan ”simulera”
verkligheten, som det var pa riktig, men utan att behéva bygga det vi vill underséka. Om jag startar
simulatorn (vill ni leka med den ni kan ladda ner den, den &r gratis: http://www.algodoo.com/) da
ser man att det verkligen blir en ganska komplicerad rorelse, trotts att alla massor star stila i tiden
x=0. Alla massor kommer att samlas i botten, men kan vi sdga hur de kommer att ordnas och vridas?
Har ar det slutliga resultatet av simuleringen



http://www.algodoo.com/
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For att forsta hur man simulerar ett sddant komplicerat system behéver man hala reda pa ganska
manga variabler, positionen av varje massa i systemet, och massor kan rotera. Ni ser att sma skivor
som markerar hur varje masa ar roterat har andrats fran den ursprungliga positionen. S3, 1at os ta
nagonting enklare. En enda massa som ramlar ner, den studsar fran marker och lugnar sig tills slut:

Det har problemet ar hoppas sa enkelt att vi kan diskutera en modell. Hur kan vi beskriva modellen
pa ett matematiskt korrekt satt utan att behdva gora experiment? Anta att variabel x mater tid. Anta
att cirkel har massa m, och anta att styrka av gravitationsfiltet ar g. Lat y méta avstand till jorden
(den grona ytan i bilden) fran den ursprungliga positionen. Att utveckla en modell betyder att vi kan
sdga hur y kommer att bero pa tid! Vi vill hitta en algoritm att fér varje tidpunkt x kunna rakna vad
hoéjden y kommer att bli.

I den har konstiga varlden ar det sa att y kan raknas fran den har ekvationen

y'(x)=g
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Varfor ar det sa? Varifran kommer ekvationen ovan? Ja, det har en
kurs i matematisk analys, sa vart storsta problem ar hur man faktisk
kan grava fram l6sningen. Vi ar inte sa mycket intresserade varifran
sadana ekvationer kommer sa vi kunde ju slippa ténka pa varfor
ekvationen ser ut som den ser ut. Men, for er som ar alltfér nyfikna for
att noja sig med ett sddant argument, det fanns ju en gubbe som
somnade under dppletraddet! som traffades av ett dpple och klurade ur
om hur man skall beskriva gravitationskraften och kom fram till att

F = mg. Kombinerar man detta med insyn att

F =ma

dar a ar accelerationen da far vi ekvationen
ma(x) = mg

och da hugger matematiskanalys in som sager att acceleration definieras som andra derivatan av
position.

a(x) =y"(x)

och om man kombinerar allt d& far vi ekvationen vi har bérjat med. Ar detta inte konstig!

Om man gor matematisk modellering da ar det ofta foljande
situation som géller: Vi inte vet fran bérjan vad y(x) ar men vi
vet vad derivatan av y(x) ar i varje tids punkt! Ofta ar det forsta
eller andra derivatan, men sallan hogre derivata som ar viktig. Sa
vad ar en matematisk modell? En matematisk modell ar en
differentialekvation. Varfor ar varlden uppbyggd pa det har
sattet? Vi vet inte, men vi vet att det hjalper IT ingenjorer hitta
valbetalda jobb. Annars vem som helst kunde konstruera en
avancerad motor, inte sant?

6.2 Klassificering av differentiella ekvationer

Syftet med undervisningen ar att studenter skall kunna |6sa forsta grads differentiella ekvationer
analytiskt nar det ar mojligt. For det andra och hogre grads linjara ekvationer med konstanta
koefficienter, studenter férvantas kunna diskutera antal och typer av madjliga I6sningar. For andra
grads ekvationer, man skall ha den operativa kunskapen att I16sa vilket problem som helst, med eller
utan begynnelsevillkor. For andra grads ekvationer med icke konstanta koefficienter det enda man
behover kunna ar att kdnna till och anvanda den allmanna principen att linjar kombination av
I6sningar ar ocksa en 16sning, och att det finns tva oberoende lI6sningar. Men, for att kunna beharska
de har kunskaperna ar det viktig att veta om olika ekvations typer, for ofta ar det sa att varje typ av
ekvation kraver en vis teknik att 16sa. Vi kommer att klassificera differentiella ekvationer enligt
foljande:

e Ordinara differentiella ekvationer (ODE)

e Partiella differentiella ekvationer (PDE, flervariabelanalys)
e Homogen differentialekvation

e Icke homogen differentialekvation

! Jag tror ni vet vem jag tinker p3 @ (Sir Isaac Newton, 1642-1727). Utan Newton ingen gymnasiefysik.
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e Linjar differentialekvation
o med konstanta koefficienter

o med icke konstanta koefficienter

o Icke linjar differentialekvation
e Separabla differentiella ekvationer

Olika kombinationer &r mojliga dock inte alla. Det beror pa. ADAMS skriver valdigt bra om olika
ekvationstyper och hur man Iéser de sa jag kommer inte att orda for mycket om det. Las igenom
kapitel som ar angivna i tabellen for att behéarska de olika satt att |6sa differentiella ekvationer:

amne

att lasa

Om olika typer av differentiella ekvationer

18.1 Classifying Differential Equations

Forsta grad med icke konstanta koefficienter:
linjara differentiella ekvationer
- koefficientfunktionerna: a(x), b(x), c(x):
a(x)y’(x)+b(x)y(x)=c(x)
- homogen/icke homogen diff ekvation
- tekniker

7.9 First-Order Differential Equations > First-
Order Linear Equations
18.2 Solving First-Order Equations

Separabla

7.9 First-Order Differential Equations >
Separable Equations

Andra grad linjara med icke konstanta
koefficienter

a(x)y"(x) + by’ (x) + c(x) = f(x)

18.4 Second-Order Linear Equations

Andra grad linjara med konstanta koefficienter
ay" (x) + by’ (x) + ¢ = f(x)
- tillampningar till mekaniken: tolkningen av
ekvationer och randvillkor
- mallen y = e** och den karakteristiska
ekvationen (polynomet) med reella och
komplexa I6sningar A; och 1,

18.5 Linear DE with Constant Coefficients
18.6 Nonhomogeneous Linear Equations

6.3 Numeriska l6sningar

Hur gér man om det gar inte att |6sa en differentialekvation analytisk. Tyvarr, ar det sa att vi valdigt
ofta inta kan l6sa en differentialekvation analytisk, da de numeriska teknikerna behovs valdigt ofta.
Att kunna l6sa differentiella ekvationer numerisk ar ett viktigt verktyg i IT ingenjorens verktygslada
som borde hjdlpa er landa valbetalda jobb. Visst, det finns en massa valbetalda jobb som man kan
gora utan att kunna I6sa DE numerisk, men det finns ocksa en massa jobb som kraver de hér
kunskaper. Jag tvivlar att ni kan hitta anstéllning hos de stora svenska foretag som haren R & D
("Research and Development) avdelning utan att kunna hantera differentiella ekvationer numerisk.

Anta att vi har den har differentialekvationen att |6sa:

y'(x) = f(x)

dar f(x) ar en ganska komplicerad funktion, sa vi kan inte fixa det med det analytiska angreppsattet

(@) = y(xo) + f f()dx
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Hur gor vi da? Jobba i sma steg. Vi kommer att "krypkéra” oss fram till I6sningen. Lat oss anta att vi
borjari x = 0 och att vi vet vad y(0) ar. Vi gér det genom att anvanda differentialkalkyl uttrycket
y(x + dx) = y(x) + y'(x)dx. Hur? Ju, Vi anvander faktum att vi jobbar med en
differentialekvation: y(x + dx) = y(x) + f(x)dx. Vi vet att dx borde vara infinitesimal, men vi
antar att det ar ok att valja ett litet tal, 1at oss sdga att vi tar dx = 0.1. Vi anvander den hér
algoritmen?:

steg kommentar
y(0) ar kand, vi behover inte rdkna den, vi snarare
anvander den att kunna rakna vidare
y(0.1) = y(0) + f(0) - 0.1 det ar vi siktar pa att rékna; Har togvix = 0
ochdx =0.1
y(0.2) = y(0.1) + f(0.1) - 0.1 Har tog vi som referenspunkt x = 0.1 och dx =

0.1 som vanligt, men man kunde ha tagit en dx
som ar annorlunda.

y(0.3) = y(0.2) + £(0.2) - 0.1 Referenspunkt: x = 0.2; dx = 0.1

y(0.4) = y(0.3) + £(0.3) - 0.1 Referenspunkt: x = 0.3; dx = 0.1

Algoritmen kan implementeras ganska enkelt i en liten bit av kod

algoritmen i form av en kod som loser for forsta n steg
function solve DE(y0, n, £, a, b, dx)

// skrier ut 1ldésningen till y’ (x)=f(x)

// begynnelsevillkor: y(a)=y0

// fran x=a

// till x=b

local xref, yref, ynew, 1

xref = a
yref = y0
for i = 1,n

ynew = yref + f(xref)dx
print (xref, yref)
// vad var nytt blir nu gammalt
// alltsd, justera referenspunkten
xref = xref + dx
yref = ynew

endfor

print (xref, yref)

return

6.4 Analytiska Idsningar

De analytiska teknikerna som vi anvander att |6sa differentiella ekvationer ar svarast att bemastra,
dock det finns en dndlig mangd av de, sa i princip ar det inte “mission impossible”. Det svara ar att
identifiera den korrekta klassen som DE tillhor. Nar man har val gjort det da ar vdgen fram ganska
rak. Differentiella ekvationer och integraler har en ganska nara relation. Vi férsoker ofta utrycka
I6sningen till en DE i form av en integral, bestamd eller obestamd. Faktisk, i praktiken, vi brukar sdga
att vi ”integrerar en differentialekvation” eller att vi har hittat en ”integral av differentialekvation”,

2| numerisk matematik algoritmen heter ”Explicit Euler Algorithm”.
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da menar vi att vi har hittat en |6sning till en differentialekvation. Nu kammar vi oss igenom olika
klasser av differentiella ekvationer och visar hur man loser de. Vi borjar fran de allra enklaste och
bygger pa med hansyn till svarighetsgrad.

6.4.1 Separabla differentiella ekvationer av grad 1
Vi sager att en differentialekvation ar separabel om den kan omvandlas till den har formen

a(y)dy = b(x)dx

Man l6ser sadana ekvationen pa ett direkt satt: integrera den vanstra och hogra leden av
ekvationen. Detta ger oss

ja(y)dy=Jb(x)dx

S3, i princip, separabla ekvationer ar enklaste att I6sa for vi kan omvandla de direkt till form av en
integral. Om vi kan l6sa integraler analytisk da far vi en implicit funktion.

Exempel 1: Hitta Idsningen till xy’ = y2 med begynnelsevillkor y(e) = 2. Férst omvandlar vi DE till
formen som ovan, s3 att vi kan integrera den. Vi omvandlar xy’ = y? till x% = y2 och knuffar allt

som har med y att gora till den vanstra leden och allt som har med x att gor till den hogra leden:

a dx . . . .. . a dx | ..
2 = ZX Nu &r det bara att integrera den vanstra och den hogra sidan som ger oss f—y = [=. Léser
y: o ox y? x

vi integraler far vi -5 + ¢; = Inx + ¢,. Man kan tycka att vi har tva fria konstanter med det har vi

inte. Vi kan skriva om ekvationen sa det blir extra tydligt: = Inx + ¢; — ¢;. Om man viljer fritt ¢,

och ¢, vad ar det som vi valjer faktisk for problemet? Ju, vi valjer kombinationen ¢, — c;. Har detta
en oberoende betydelse. Nej, for vi kan likval korta ner kombinationen och “dépa” den om till c; =

¢y — 4. Losningen till ekvationen ar given i en implicit form 5= In x + c3. Anvander vi
1

1 3
=Ilne+cz3somgeross—-=1+c32>cz3=—-1—>=—=,
2 2

begynnelsevillkoret far vi — 5

L
y(e)
. . . . . W1 3 . -
Losningen till den differentiella ekvationen ar 5= Inx — 3 och vi vet att uttrycket definierar en
implicit funktion. Ibland kan man omvandla den implicita formen till en explicit funktion igenom att

|6sa ekvationen for y analytisk. Det &r bra att forsoka gora sa om det gar. | det hér fallet vi kan géra

o . . 13 1 2
sa men det kan man inte ta for givet: = =-—Inx - y =3 Sy =—,
y 2 E—1nx 3-2lnx

6.4.2 H-L-grad 1-KK
Homogena linjara differentiella ekvationer av grad 1 med konstanta koefficienter kinnetecknas av
foljande mallen:

ay'(x) + by(x) =0

Har ar det extremt viktig att a och b ar konstanter. Vi I6ser ekvationen med att dela med a som
leder till

b
y'(0) +=y() =0
Nu kallar vi kombinationen r = %och skriver

y'(x) +ry(x) =0

Det finns tva satt att 16sa den har ekvationen pa.
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Satt 1: Den har differentiella ekvationen ar faktisk separabel. Vi kan skriva om den till mallen som
passar

: dy
y =—r-y—>dy=—r-y-dx—>7=—r-dx

och da ar det bara att integrera
d
f A f (—r)dx
y

In|y|=-rx+c

som ger oss

Tillampar vi exp() till den vanstra och den hogra leden som exp(VL = HL) da far vi
|y| = @ TXTC = pCpTX
Vi ser fran ekvationen ovan att vi har tva klasser av l6sningar
y,(x) = +efe™™
-rXx

y2(x) = —e‘e

Hur skall vi vélja? Ju, det beror pa begynnelsevillkoret fér problemet. Vi har inte diskuterat
begynnelsevillkor med flyt. Nu kommer ni att forsta varfor.

Exempel BV1: LGt oss anta att begynnelsevillkoret dr y(0) = +3. Vi ser att vi maste valja y; (x) som
I6sning, annars kan vi aldrig tillfredsstélla begynnelsevillkoret. Hade vi valt fel, da skulle vi stallas
framfor problemet att hittat ett c sadan att féljande ar sant

+3=—€e‘%"T"" 5 43 =—-e‘ > -3=€“>c=In(-3)

och vi ser att det inte gar att hitta ett c; vi kan inte rakna In(—3). Men, om vi véljer ratt, alltsa vi
véljer y; (x), dd insattnig av begynnelsevillkoret ger

+3 =+e%"" > +3=+e >3 =e“>c=1In3
Losningen ar
y(x) = yl(x)|c=ln3 = elN3e7T% = 377X

Exempel BV2: LGt oss anta att begynnelsevillkoret dr y(0) = —3. Vi ser att vi maste vilja
y(x) = y,(x) som lésning.

—3=y(0)->-3=y,(00>-3=-¢%€"">-3=-e“>3=e“>c=1In3
Med y(x) = y; (x) kan vi aldrig tillfredsstalla begynnelsevillkoret:
-3 =y(0) > -3 =y,(0) » -3 =+e%"? > -3 =e°>c=In(-3)
Lésningen ar
y(x) = y,(0)|cimz = —eM3eT* = —3e77*
Exempel ovan visar att vi kan skriva den allmadnna I6sningen som

y(x) = Ae™™



Kompendiet i matematisk analys fér IT/DATA studenter, Zoran Konkoli, Jan 2020 Sida | 9

dar A ar en fri konstant som kan vara bagge positiv eller negativ. Vad hande har ar att vi har
parametriserat den fria konstanten som

a={

Pa det har sattet har vi bara ett enda uttryck att jobba med (istdllet for tva).

Satt 2: Vi kan gissa losningen. Anta att y(x) = Ae?*. Raknar vi derivatan far vi y'(x) = qAe?*.
Insattning i den differentiella ekvationen ger

y'(@)+r-yx)=0-qle® +rde?® =0 - (q+1r)Ae®® =0
Det har ar intressant. Vi har visat att villkoret for att y(x) = Ae?* &r en l6sning &r
(q+1r)le?™* =0

och det borde vara sa for varje x. Vi vet att e?* kan aldrig bli 0. Nasta mojlighet &r att A = 0. Men
om vi antar det ar sa da far vi y(x) = 0e?* = 0 och visst y(x) = 0 &r en |6sning till ekvationen men
spannande ar den inte. Den sista moéjlighet ar att krdva g + r = 0. Detta ar mycket battre och leder
till en klass av l6sningar i form y(x) = Ae™"*.

Det finns ett problem med att gissa. Har vi hittat alla I6sningar?
Det &r nagonting man maste noggrant om varje gang.

Just for det har problemet, med separationstekniken ovan vi har visat att den enda klass av [6sningar
ar faktisk i form y(x) = Ae~"*. Separationstekniken plockar alla I6sningar! Alla majliga I6sningar ar
inbakade i grenar av I6sningar till den ekvationen som definierar funktionen. Separationstekniken
gav oss tva klasser av [6sningar men med ett klokt parametrisering kunde vi svetsa dessa tva klasser
till en enda klass.

6.4.3 |IH-L-grad 1-KK
Icke-homogena linjara differentiella ekvationer av grad 1 med konstanta koefficienter kannetecknas
av foljande mallen:

ay'(x) + by(x) = f(x)
Har ar det extremt viktig att a och b ar konstanter. Vi I6ser ekvationen med att dela med a som
vanligt
@)+ oy =~ f
y' () +-y() =—f(x)
Nu kallar vi kombinationen r = §0ch skriver

y'(x) +ry(x) = f(x)

Vi har d6p om kombinationen %f(x) till £(x). Tekniken att 16sa icke-homogena ekvationer &r alltid

densamma. Vi delar I6sningen i tva delar, y(x) = y,(x) + y,(x), dér vi anvdnder den homogena
I6sningen yp, (x) och den partikuldra l6sningen y, (x). Den homogena l6sningen I6ser den homogena
ekvationen

Yr(x) +7yp(x) =0
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och den partikulara l6sningen l6ser

Yp(x) + 1y, (x) = f(x)
Man kan ju tycka att problemet ar lika svar som vi borjade med, men fordelen ar att vilken som helst

gissning av y, (x) duger.

Hur vet vi att y(x) = y,(x) + y,(x) &r I6sningar? Det &r bara att addera dessa tva ekvationer
anvanda additions formeln for derivator

Yp () + 1y, (x) = f(x)

+yp(x) + +7yp(x) = 0+ f(x)
(7.0 +3@) " +7 (7,00 +3@) = F@)

) +r(y(x) = f(x)

Exempel 1: y'(x) + 2y(x) = 4 med begynnelsevillkoret y(0) = 6. Lésningar till den homogena
ekvationen ar y, (x) = Ae~2?* dar A ar den fria konstanten. Vi forsdker gissa den partikulira
I6sningen i formen y,,(x) = ax + b. Derivatan &r y,(x) = a- 1 + 0. Insattning i DE ger a +

2(ax +b) =4 - 2ax + a + 2b = 4. Vivill att den sista ekvationen &r sant for varje x. Da maste
detvarasdatta =0 ocha+ 2b =4alltsd b = 2 och y,(x) = 0 - x + b = 2. Pusslar vi ihop allt far
vi

y(x) = yp(x) + y,(x) = Ae™** + 2

Notera att den partikuldra I6sningen har inga fria konstanter. Men den homogena I6sningen har en
fri konstant, A, och vi anvander den for att fixa begynnelsevillkoret.

y0)=6->4e°+2=6>244+2=6-2A=6—-2=4
Nu vet vi att |6sningen ar
y(x) = 4e ¥ + 2

Hur vet vi att det inte finns flera I16sningar? Det ar en ganska komplicerad sats som garanterar oss,
for just den har typen av DE, att om vi har hittat en 16sning da vet vi att det finns ingen annan.

6.4.4 H-L-grad 1-IKK
Homogena linjara differentiella ekvationer av grad 1 med icke-konstanta koefficienter kdannetecknas
av féljande mallen:

a(x)y'(x) + b(x)y(x) =0

Dar a(x) och b(x) ar inte konstanter men funktioner av x. Om vi antar att a och b ar konstant
funktioner da far vi tillbaka det vi har redan tittat igenom. Vi l6ser ekvationen med att dela med
a(x) som vanligt som ger

y'(x)+px)yx)=0



Kompendiet i matematisk analys fér IT/DATA studenter, Zoran Konkoli, Jan 2020 Sida | 11

darp(x) = ) Det har ar en separabel ekvation som vi kan 16sa med den vanliga tekniken efter

omvandllng

d d
/() = ~p(yC) » = -pG)dx f 2 - f p()dx

Integralen i den vanstra leden ar ganska enkel

dy
—=Inly|+¢
J5 =

och integralen i den hogra leden vi namner om till

ke = [ pdx
Losningen kan skrivas i formen
Inly()| + ¢ = —u(x) = [y@)le€ = e#® - |y(x)| = e~¢e™+)
Vi ser att
y(x) = e e *M)

Med parametrisering

vi ser att vi kan skriva
y(x) = Ade M)
dar konstanten A kan vara positiv eller negativ.

Exempel 1: y'(x) + xy(x) = 0 med villkor y(0) = yo Tillampar vi receptet farviu(x) = [ xdx =
= + lo och l6sningen blir y(x) = Ae #*) = Ae 2 Ho = fe~Hoe™ 2, Vi ser att egentligen vi har

x2

bara en enda fri konstant B = Ae ~*°. Vi far en hel klass av funktioner som I6sningar y(x) = Be 2z
x2
dar man kan vilja B fritt. Med randvillkoret blir det y, = y(0) = Be™ 2 |,—o = Be™® = B och da far

x2

viy(x) = yoe 2.

6.4.5 IH-L-grad 1-IKK
Icke-homogena linjara differentiella ekvationer av grad 1 med icke-konstanta koefficienter
kannetecknas av foljande mallen:

a(x)y'(x) + b(x)y(x) = c(x)

Dar a(x), och b(x) &r inte konstanter men funktioner av x. Om vi antar att a och b ar konstant
funktioner da far vi tillbaka det vi har redan tittat igenom. Vi l6ser ekvationen med att dela med
a(x) som vanligt som ger

y' () + p(x)y(x) = q(x)

darp(x) = och q(x) = ) ) Vi I5ser ekvationen med en speciell teknik. Vi antar ansatzen



Kompendiet i matematisk analys fér IT/DATA studenter, Zoran Konkoli, Jan 2020 Sida | 12

y(x) = A(x)e #®)
dar som tidigare vi har u(x) = [ p(x)dx eller u'(x) = p(x). Inséttning i DE ger
A'(2)e™HO) + A() (=1’ (x))e ™) + p()A(x)e ™) = g(x)
Termer i gront tar bort varandra och da har man
@™ = g(x) ~ () = eFDg(x) - AR) = [ eHDq(x)d

Losningen blir

y(x) = e_ﬂ(x)Jeﬂ(x)q(x)dx

Notera att vi har tvd integraler. En integral som ar explicit och en som definierar pu(x). Det verkar
som att vi har tva integrationskonstanter. Dock vi vet fran den allmanna principen att en DE av grad
n har [6sningar med n fria konstantner.

Formellt man kan visa att konstanten i p(x) férsvinner om vi skriver om l6sningen som en

bestamd integral
X

y(x) = J eFW=r)g(u)du + y(xy)et o) HX)

X0
Notera att det ar bara kombinationer u(argl) — u(arg2) som dyker upp.

Och allt bli bra under himmelen och jord. Nu nar vi har tappat en integrationskonstant vet vi att vi
kommer att ha en kvar. Den kommer fran den resterande integralen.

Man kan héarleda formeln ovan pa foljande sétt. Vi byter den ursprungliga integralen till bestamd
form:

X
y(x) = e HX) Je”(u)q(u)du +c

Xo

Vad ar signifikansen av x,? Om vi raknar y(x,) ser vi att
Xo

y(xp) = e #xo) f e*Waw)du + ¢ | = e HEI (0 + ¢) = ce H0)

Xo
och konstanten c bli
c = eﬂ(xo)y(xo)

Pusslar man allt ihop far vi

X
y() = e [ ertqGudu + eHy(xy)

Xo

och i sista steget
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X
y(x) = fe”(”)e_”(x)q(u)du + et o=ty (x.)

X0

Om vi anvander egenskapen av den exponentiella funktionen exp(a + ) = exp a exp 8 da far vi

X
y(x) = Je”(u)‘”(x)q(u)du + y(x) e o)1)

Xo
Vi ser att x,, beskriver randvillkoret for problemet for det ar enkelt att visa att y(x,) = y,.

Exempel 1: y'(x) + xy(x) = x med begynnelsevillkor y(0) = y,. Fran liknande tidigare exemplet vi

2
vet att u(x) = x? + Uyp. Insattning i I6sningen ger

_(% x? x? x?
y(x) =e (2 +#0)J‘e+(2 +I~l'0)xdx N y(x) — e—TJ- e+7xdx

Notera att i det sista steget allt beroende pa y, férsvann och det ar alltid sa som vi har visat tidigare,
pé grund at i formeln fér den allménna 16sningen p(x) dyker upp i kombinationen e "#() _ e#(¥) 53
vilken konstant som helst som man inkluderar i u(x) kommer att férsvinna.

Integralen ar enkelt att rakna
x? x?
j e2xdx=e2 +c
Den allmanna I6sningen ar
x? [ x? x?
y(x)=e 2 (e? + c) =1+ce z

och dar finns konstanten ¢ som kan hjélpa oss for att justera funktionen sa att randvillkoret

X

2
stammer. Randvillkoret y, = y(0) ger oss yo = <1 + ce_7> =14+c—>c=1—-ygochnuvet

x=0

vi att

x2
y(x) =1+ 1 -yo)e 2
_ Vilka av dem har differentiella ekvationer tillhér klassen vi diskuterar? Argumentera fér
"ja” eller "nej”. Om ni tror att svaret ar ”jag” identifiera p(x) och q(x).

(a) x2y’(x) + x*y(x) = sinx. Svar: Den har DE tillhér klassen. Den &r linjar. Den ar av grad 1. Den
har icke konstanta koefficienter. Den &r icke homogen. For att se vad p(x) och q(x) ar behdver vi
omvandla ekvationen till en annan form dar konstanten framfér y'(x) &r 1. Vi kan dstadkomma

sinx sinx

2 4
detta med att dela hela ekvationen med x?2: ;c—zy’(x) + %y(x) = - y'(x) + x%y(x) = och

sinx

x2 x2

da serviatt p(x) = x? och q(x) = =

(b) 3y" (x) + x%y'(x) + x*y(x) = sinx. Svar: ekvationen &r av grad 2 och kan inte tillhéra klassen.

(c) y(x)y'(x) + xy(x)? = y(x) cos x. Svar: Det verkar som att ekvationen &r icke linjir, men vi
forsoker alltid omvandla ekvationen till det enklaste formen. Just i det har fallet kan vi dela hela
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ekvationen med y(x) som leder till y'(x) + xy(x) = cos x och vi ser att p(x) = x och q(x) = cos x.
Alltsa ekvationen tillhor var klas.

(d)y" (x) + x2y"(x) + x*y(x) = sinx + (y'(x) + y(x))’. Den héar ekvationen verkar vara av grad 2
men det &r den inte. Vi kan omvandla den till en annan form sa att den passar var klas: y''(x) +
x2y'(x) + x*y(x) = sinx + y"'(x) + y'(x). Fokusera pa de termer som &r fiarg kodade. Vi kan
omgruppera dessa termer. Vi ser att y"’ (x) férsvinner helt och hallet. Termen y'(x) som ligger i den
hogra ledet kan vi flytta till den vénstra sidan av ekvationen: x2y'(x) — y'(x) + x*y(x) = sinx -
(x?2=1)y’(x) + x*y(x) = sinx. Nu ser vi att DE matchar mallen a(x)y"' (x) + b(x)y’(x) +
c(x)y(x) = f(x) sa den tillhor var klas. For att identifiera vad p(x) och q(x) behover vi som vanligt
omvandla ekvationen sa att funktionen framfor y’(x) blir 1, alltsa att vi har den i formen 1 - y'(x) +

. _ . 2 .. o o ro .. r x* .
p(x) - y(x) = q(x). Vikan dela med x“ — 1 for att astadkomma detta. Da far vi: y'(x)+ -
(x) = SLESENE "x) + cay (x) = Y Detta betyder att vi kan identifiera p(x) = a och
y x2-1 y x2-1 y x2-1" p x2-1

sinx
x2-1"

q(x) =

6.4.6 H-L-grad 2-KK
Homogena linjara differentiella ekvationer av grad 2 med konstanta koefficienter kannetecknas av
foljande mall:

ay"(x) +by'(x) + cy(x) = 0
FoOr att hitta I6sningar anvander vi ansatzen
y(x) = Ae™
Det ar ganska enkelt att rakna derivator
y'(x) =rde™
y"(x) = r?de™
Isdttning i mallen ger
ar?Ae™ + brAe™ + Ae™ =0
och man kan faktorisera ganska mycket
(ar? + br + c)Ae™ =0

Notera att i ekvationen ovan vi vill att den hégra leden ar 0 for varje x. Hur kan vi astadkomma
detta? Till att borja med inser vi att ™™ kan aldrig vara noll. N&sta i tur och ordning ar konstanten A.
Visst vi kan vdlja A = 0 men da har vi ganska trakig 16sning y(x) = 0. Ingen idé att jubla for vi har
bara visat att

a-0"+b-0'4+c-0=0
Som den sista mojligheten kan vi férsoka vélja ett r sadant att
ar?+br+c=0

Polynomet D(r) = ar? + br + c heter det karakteristiska polynomet och ekvationen D(r) = 0
heter den karakteristiska ekvationen.

Reella I6sningar med r; # 15: Anta att r; och r, ar I6sningar som &r reella tal. Da vet vi att vi har
hittat tva losningar:



Kompendiet i matematisk analys fér IT/DATA studenter, Zoran Konkoli, Jan 2020 Sida | 15

y1(x) = Aje™*
y2(x) = Ae™*

Det ar ganska enkelt att visa att om y1 och y2 ar [6sningar da ar ocksa y1+y2 I6sningar. Man gor det
pa samma satt som vi har visat for IH-L-grad 1-KK klasen. Alltsa I6sningen vi letar efter har form

y(x) = Aje™* + Aye™?*

och igenom att vi kan valja A; och A, fritt far vi en hel klas av I16sningar. Hur bestdmmer man
konstanter A; och A,. De ar fria fram tills ndgon sdger vad begynnelsevillkoret for ekvationen &r. Det
ar begynnelsevillkoret som styr vad konstanterna kommer att bli. Om vi vet att y(0) och y’(0) &r, da
kan vi reducera problemet till ett problem déar vi behover 16sa tva ekvationer med tva okdnda
variabler

y(0) = Ay + 4,
y'(0) =14y + 14,
| den sista raden anvande vi y'(x) = (A;e™* + A,e™*)" = (A;e™%)' + (A,e™) = A (e™¥) +

Ay (™) = Aje" ¥ (rx)" + Ae™* (rpx)' = Aje™*ry + A,e™*r,. Fran linjar algebra ni vet hur man
|6ser sadana ekvationer. Villkoret &ar att determinanten inte far vara noll:

det (1 1) 0
norn
och ni vet fran linjar algebra att determinanten ar
1 1
det(r1 7’2) =1l'rn-1nrn=rn—-n

och mycket sant om 1y # r, som vi antar, da ar vi sdkra pd attr, — 1y # 0.

Reella Iésningar med r; = 1,: Den har situationen ar lite mera komplicerad. For att se vad ar det
som hander behover vi introducera en elegant notation som kommer att ge oss 6verblick av

problemet. Vi skriver om DE med hjalp av den karakteristiska polynomer D (r) och byterr — ;—x. Da

p=0(3)
T \dx

Varfor? Vi sag tidigare att effekten av derivata ar att plocka ner en extra faktor framfor e™. Tex

A rx _ . ) (g)z rx_(i)(g) rx_(i)(g rx)_(g) rxy
e =re och pa samma satt =) ¢ = G)\R)e =) 5e™) = (re™) =

T (;—x) (e™) =1 -1r-e™ =r2e"™. Om ni ir osikra kring det har sittet att beskriva DE se 18.5 Linear

kan man introducera en operator

Differential Equations with Constant Coefficients > Constant-Coefficient Equations of Higher Order.
Sa, det I6nar sig att skriva om DE som

_~

Dy(x)=D (:_x) y(x)=0

dar

p(g) =) +5(5) e
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Omr; =1, =1, davetviatt D(r) = 0 har en noll punkt av grad 2. Da vet vi att D(r) kan skrivas

som D(r) = a(r — ry)?. Detta betyder att D (%) har liknande struktur

()= alz=)
dx) ¢ dx To
L&t oss studera effekten av operatorn D, = (% — ro) om den tillampas till y(x) = u(x)e™*. Det ar

ganska enkelt att visa vad resultat blir

~ d d
Do(u)e™) = (== 1o ) (w(@)e™) = = (C)e™) = ro(a(x)e’™)

=u'(x)e"™* + u(x)e™*r, — rou(x)e?*
och vi ser att
Do(u(x)e™*) = - = u'(x)e"*

Tillampar vi samma operator tva ganger far vi

DR = (1) (== 7o) (W™ = (= 1) (W (™) = " ()"

Nu ser vi att ekvationen
D§y(x) =0
med anstzen y(x) = u(x)e™* resulterar i villkoret
u'’(x)e™* =0
Som vanligt, vi vet att e"™* # 0 da maste vi krdva att
u’'(x)=0
Den sista ekvationen har en enkel 16sning, det maste vara ett polynom av grad 1:
u(x) =Ax+B
Om det karakteristiska polynomet har en nollpunkt av grad 2 da vet vi att I6sningen ar
y(x) = (Ax + B)e™*

Reella I6sningar med r; # 1, aterbesok: Notera en intressant sak. Om det karakteristiska
polynomet har tva noll punkter, varje av grad 1, |at oss kalla de for r; och r,, alltsa vivet att D(r;) =
0 ochD(r,) = 0 da kan vi skriva DE som

51§2y(x) =0

dar
ﬁ—d
170 L]
5—d
170y g

Fran utrdkningen ovan vet vi att vi kan leta I6sningar i form

y1(x) = uy (x)e™*
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y2(x) = up(x)e™*

och insattning i D; D,y(x) = 0 ger
D\1D\23’1(X) = D\251)’1(35) = Dz (ﬁlyl(x)) = Ez(ui(x)erlx) =0
D,D,y,(x) = Dy (uy(x)e™*) = 0

For att y; (x) och y,(x) skall bli I6sningar det racker att uj (x) = 0 och u}(x) = 0 alltsa u; (x) och
u, (x) maste vara konstanta funktioner: u, (x) = A; och u,(x) = A,, precis som vi har visat tidigare.

Komplexa losningar r = k + iw. Vi vet att om ett polynom har en komplex rotiformr; = k + iw
da maste den ocksa den andra roten r, = k — iw. Sa rotter till det karakteristiska polynomet
kommer i par och ar ganska symmetriska. Vi vet att I16sningen kan skrivas som

Y(x) = A ekHOT 4 g plk-iw)x
Vi kan omvandla uttrycket med att faktorisera forst vad faktoriseras kan

y(x) = ekx(Alei“’x + Aze_i“’x)
och sedan anvanda Euler satsen

etl®X = cos wx + i sinwx
Da far vi
y(x) = e**[A;(cos wx + i sin wx) + A, (cos wx — i sin wx)]
som efter lite omgruppering av termer ger
y(x) = e**[(4; + 4;,) cos wx + i(A; — A,) sin wx]
Vi kan byta tva konstanter A; och A, mot tva nya konstanter B; och B, med hjalp av
A1 +A, =B;
i(Ay —4A2) =B,

Dock vi maste kolla att nar vi sveper igenom alla mojliga val av A; och A, da kan vi faktisk producera
alla mojliga kombinationer av B; och B,. Linjar algebra garanterar oss att sa ar fallet. Det ar latt att
kolla att ekvation systemet ovan har determinant som &r inte noll. Sa I6sningen blir

y(x) = e**[B; cos wx + B, sin wx]
dar vi ar sakra att B; och B, kan betraktas som fria konstanter.

6.4.7 IH-L-grad 2-KK
Icke-homogena linjara differentiella ekvationer av grad 2 med konstanta koefficienter kdnnetecknas
av féljande mall:

ay"”(x) + by'(x) + cy(x) = f(x)

Som vanligt, for varje linjér DE vi kan skriva I6sningen som y(x) = y,(x) + y,(x) dér y, (x) &r
|6sningen till den homogena DE

ayp (x) + byn (x) + cyp(x) = 0
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och y,,(x) &r en &sning vi har gissat till den ursprungliga DE

ayy (x) + byy(x) + cyp(x) = f(x)
Vi vet fran tidigare delen hur man hanterar den homogena ekvationen. Men hur gissar man y,, (x)?

Att gissa ¥, (x): Man forsoker alltid anvanda samma mal som fér f(x). Det finns inga regler utéver
recepten man har samlat 6ver tiden. Har diskuterar jag nagra kanda fall.

Om [ (x) dr ett polynom. Om f(x) = B, (x) dar P, (x) ar ett polynom av grad n, da ofta forsoker
man med ett polynom av samma grad, ¥, (x) = Qp(x) dar Q,,(x) &r ocksa ett polynom av grad n.
Som ett exempel se 18.6 Nonhomogeneous Linear Equations > EX1. Valdigt sdllan kan det hdanda att
komplikationer férekommer sa ADAMS skriver att man skall anvanda istéllet mallen y, (x) =
x™Q,,(x) dér man valjer m som den minsta av 0, 1, eller 2, som vi véljer sa att vi inte hamnar i
"rymd” av homogena losningar. Namligen det kan handa att den homogena ekvationen har
I6sningen i form Q,,(x) och da med y, (x) vill vi undvika upprepa det som redan finns den homogena
delen y;, (x). Men, det ar ganska speciella fall, for vi vet att den homogena I6sningen ofta har e”™
termer. Det maste vara sa att konstanter a, b, och ¢ konspirerar sa att roten av det karakteristiska
polynomet bli r = 0. Se ocksa 18.6.1-2.

Om f(x) = P,(x)e". Forsok med y, (x) = x™Qy,(x)e?*. Man viljer m som vanligt. Chansen finns
att den homogena ekvationen har &sningen i form R;,(x)e"* och d& med y,, (x) vill vi undvika
upprepa det som redan finns den homogena delen y;, (x). Problem kan vara at det kan vara sa att

g = r av rena slumpen dér g ar givet och kommer fran den hogra sidan av DE, och r ar roten till det
karakteristiska polynomet alltsa vi maste rakna fram den. Tva goda problem att 6va pa ar 18.6.3,7.

Vi diskuterar fragan 18.6.10 har i kompendiet for det ar ett bra exempel pa hur man behéver vilja
m.

10. y" +2y" +2y = e *sinx

Om man raknar rotter av det karakteristiska polynomet (jag ber Mathematica gora det):

n1= Solve[r*"2+2r +2:==0, r]

ouf1l {{r--1-1}, {r—--1+1}}

da ser ni att den homogena l6sningen ar i form
Yr(x) = Ae *sinx + Be ™  cosx

Ni ser att till den vanstra sidan av likhetstecken star det term e ~* sin x. Har har vi problemet att om
viantar y,(x) = Ce™ sin x ndr vi pussla ihop allt far viy(x) = y,(x) + y,(x) = Ae™*sinx +
Be ™ cosx+ Ce *sinx = (A+ C)e *sinx + Be™ cos x. Sa ingenting speciellt har hént, vi ar
fortfarande i “rymd” av homogena l6sningar. Alltsa yj, (x) + y, (x) liknar y, (x) det enda som héande
ar att vi bytte A - A + C. Istéllet man borde forsdka med y,(x) = Cxe™* sinx. Testa och se om det
fungerar battre!
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Om f(x) = B,(x)e? cos(kx) eller f (x) = B, (x)e? sin(kx). Férsok med y,(x) =
x™ev (A, (x) cos(kx) + B, (x) sin(kx)). Man véljer m som vanligt. Som ett exempel se 18.6
Nonhomogeneous Linear Equations > EX2. Se ocksa pa 18.6.9-10.

Att rékna y, (x): Metoden heter "variation of parameters” i ADAMS, se 18.6 Nonhomogeneous
Linear Equations > Variation of Parameters. Ett bra exempel att trédna pa ar 18.6.EX3.

6.4.8 L-grad 2-IKK
Linjara differentiella ekvationer av grad 2 med icke-konstanta koefficienter kdnnetecknas av foljande
mall:

a(x)y" (x) + b(x)y'(x) + c(x)y(x) = f(x)

dar atminstone en av funktionerna a(x), b(x), och c(x) &r inte konstant. | ADAMS detta diskuteras
under 18.4 Differential Equations of Second Order > Second-Order Linear Equations.

Sadana ekvationer ar ganska vanliga men vi kommer inte att diskutera de. Den vanligaste sattet att
hitta I6sningar till sddana ekvationer ar att anvanda Taylorutveckling eller liknande. Vad ér viktig for
oss ar struktur av l6sningar. Om f(x) = 0 (homogen DE) det finns alltid tva oberoende I6sningar
y1(x) och y,(x) och den homogena l6sningen kan skrivas som yp, (x) = Ay, (x) + By, (x) dér A och
B ar fria konstanter. Som vanligt, om f(x) # 0 dd maste man grava fram I6sningen pa nagot satt
och tekniker man anvander ligger utanfér grundldggande analys kurser. Funktioner som ar |6sningar
till sadana ekvationer heter "speciella funktioner” och nagra exempel ar Bessel funktioner - som ofta
antecknas som J,, (x), Henkel funktioner - H, (x), osv. | matematiken, som ni har mérkt sjélva, for att
hedra en person som har utvecklat teori kring ett matematiskt objekt, ofta "déper” man det
matematiska objektet med namn av personen som bidrog till att forsta teori kring objektet. Som ett
exempel, ekvationen som leder till Bessel funktioner ar

x2y" () +xy' () + (2 =vH)y(x) = 0

dar v ar en konstant som beror pa problemet. Om vi delar med x? da far vi formen som ocksa
anvands ofta i litteraturen

n 1 ! VZ
y"(x) +2y x) + <1 —;)y(x) =0

Det &r inte sa enkelt att hitta I6sningen men vi vet att det borde vara tva oberoende I6sningar. Alltsa
DE ovan borde “foda” tva speciella funktioner. Mycket sant, dessa tva I6sningar antecknas ofta som
Jv(x) och Y, (x). Inte sa konstig, J,, och Y, beter sig helt olika. Sa 16sningen ar y(x) = A J,(x) +
BY,(x).

6.4.9 L-hoga grad-KK

Nar vi jobbar med linjara differentiella ekvationer av hdga grad med konstanta koefficienter,
forsoker vi arbeta med de pa samma satt som med liknande ekvationer av grad 2. Problemet ar att
DE med hoga grad leder till det karakteristiska polynomet av lika hog grad, och det blir svart att hitta
noll punkter analytisk. Men i princip samma metoder kan anvdandas som vi har redan diskuterat. Se
18.4.EX1 och 18.4.EX2 for hur man gor om ni siktar pa det hogsta betyget.
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