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1 W1 Gymnasiematte: paminnelse om saker vi behdver

2 W2 gransvardet, kontinuitet, och derivata grunder

3 W3 Derivata tillampningar: att skatta sma skillnader

4 W4 integraler: grunder och tekniker

5 W5 integraler: tillampningar - langder, ytor, och volymer
6 W6 differentiella ekvationer som modellerings verktyg

7 W7 Praktiska tillampningar av matematisk analys

Det sista kapitlet av kompendiet har en speciell struktur som ar viktig att alla kdnner till. Den sista
veckan ar menad delvis som ett appendix till materialet vi har redan diskuterat, dar vi gar igenom allt
vi gick igenom en gang till, fast pa ett mera reflekterande satt. Men, den sista veckan &ar ocksa
reserverad som forberedelsen till den kommande tentamen. Vi kommer att ga igenom gamla
tentamina, och diskutera mojliga andringar fér den kommande tentamen, med utsikt framat sa att ni
har en tydlig uppfattning om vad ar det som kommer pa tentan.

7.1 Tillampningar av matematisk analys till praktiska problem

Under den forsta lektionen kommer vi att diskutera nagra utvalda ”“gamla” amnen, men vi kommer
att titta pa dessa med frascha 6gon. Idén ar att vi gar igenom en méngd praktiska problem som visar
hur man anvander tekniker och koncept vi har diskuterat i kursen, alltsa hur man anvander
matematisk analys. Vi kommer att nudda vid en rad diverse problem. Har ar listan:

7.1.1 Att hitta nollpunkter numerisk: Newton Raphson Metoden

En av de vanligaste metoder att hitta noll punkter. Det finns en geometrisk forklaring till hur
metoden fungerar men vi kommer att forsoka undvika att gora det. Som vanligt foredrar vi att tanka
i termer av differential kalkyl forst, och funderar kring den geometriska tolkningen sedan. Vad
handlar problemet om? Anta att vi har en funktion f(x) och forséker hitta en noll punkt. Vi ocksa
antar att vi inte kan gora det analytisk.

Anta att x; ar en approximation till noll punkten. Vi antar att f (x;) = 0 och vi skall férs6ka hitta en
forbattring x,. Idén ar ganska enkel. Vi anvander x; som referens punkt, och mater avstandet fran
den med Ax;, alltsd x = x; + Ax. Vivill hitta ett x, sddan att f(x,) = 0. Vi skriver ekvationen som
f(x1 + Ax,) = 0.1 den har formen det bli ju lika svart att hitta I6sningen. Om x, = x; + Ax,, och
om vi inte vet vad x, ar, da vet vi inte heller Ax,. Men, vi kan anvanda differential kalkyl och skriva
om f(x; + Ax) sa att det gar att hitta Ax med en approximativ utrdkning. Istallet att krava

0= f(x; +Ax,)

pa grund att f(x; + Ax) = f(x1) + f'(x)Ax + 0(Ax?), kréver vi istéllet att
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0= f(x1)+ f'(x1)Ax,

alltsd istdllet att anvanda f(x) som vi kan inte jobba med, anvander vi en approximation till f(x).
Har har vi valt att jobba med linjar approximation. Fran ekvationen ovan far man

X
a, = LG
f(x1)
Nu har vi forbattrat var gissning for noll punkten x, och kan skriva
X
X, ® Xy = X1 + Ax, =x1—f,(—1)
f(x1)

och vi hoppas att x, ligger ndrmare x, dn x; gor, och ofta det blir sa.

Exempel: Hitta med den har metoden en approximation till V2. Talet definieras med ekvationen
x% — 2 = 0. Vi ser att fér det har problemet vi behéver hitta en nollpunkt till f(x) = x? — 2.

2 2
opp e o . X xi—2 X 2 X 1 X
Tillimpar man receptet far vi x, = x; —M= 1— === t—=x - =+—==+
f(xy) 2x1 2x1  2xq 2 Xq 2
1, N L . 1,1 3 .
o Vi startar processen med x; = 1. Den forsta gissningen blir x, = > + 1=5 Nu upprepar vi
1

R L . 3 . 13 2
samma sak med den féretradde gissningen. Vi tar x; = > och raknar ett nytt x, = % + i + 3=
1
9+8 _ 17 - . . o . 17
1+—2 = Man ser att redan efter tva iterationen far en hyfsat bra approximation till V2 forﬁ =
1.416666---.

7.1.2 Rita grafer med hjalp av derivata
Derivata kunskaper hjdlper valdigt mycket ndr man behdéver gora en skiss av grafen y = f(x).

Den forsta derivatan: Om f’(x) > 0 6ver et intervall da betyder det att funktionen maste véxa i
intervallet. P4 samma satt om f’(x) < 0 dver ett intervall da betyder det att funktionen minskar i
intervallet.

Den andra derivatan: Om f”’(x) > 0 over ett intervall da betyder det att funktionen har en for av en
bage som bodjer sig uppat. Pa samma satt om f”’(x) < 0 6ver ett intervall da betyder det att
funktionen bdjer sig nerat dver samma intervall. Punkten f”(x) = 0 ar ganska speciellt och &r latt
att kanna igen i grafen (om den finns).

7.1.3 Optimerings kriterier

Om man letar efter maximum eller minimum av en funktion, da ar det enklast att forsoka hitta
punkter dar f’(x) = 0. | dessa punkter funktionen varken vaxer eller stiger. Varje sddan punkt har
chans att bli en lokal minimum eller maximum. Sadana punkter heter kritiska punkter. Hur kollar vi
om vi har lokalt minimum eller maximum? Det racker med att rakna andra derivatan i samma punkt.
Om f”(x) > 0 da har vi ett lokal minimum, om f”(x) < 0 da har vi ett lokalt maximum.

Exempel: Analysera beteende av grafen y = sin x med hjalp av differential kalkyl. Intervaller i vilka
sin x okar, minskar, bojer sig uppat eller nerat?

7.1.4 "Related rates”
Det finns en rad praktiska problem dar flera variabler paverkar varandra, direkt eller indirekt. Ofta
sambandet mellan tva variabler &r definierad i form

f(x1,x,) =0
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Som ett exempel, anta att x; och x, beskriver koordinater av en punkt som ligger pa en cirkel med
radie R som dndras inte i tid. Anta att punkten kan bara réra sig pa cirkeln. Fragan dr om vi andrar x;
en smula, sag vi 6kar x; med 1%, med hur mycket kommer x, att 6ka i procent?

Och det ar den typiska fragan man staller: om vi dndrar en variabler en smula, hur mycket andra
variabler i problemet att dndras. Detta kallas i ingenjors konst for kanslighets analys. ADAMS
anvander ganska trakigt namn “related reates”. Snacka om att prata om guld klump som ett sand
grus. Har foljer nagra exempel problem.

Flode fran en bassing:

36. (Draining a pool) A rectangular swimming pool is 8§ m wide
and 20 m long. (See Figure 4.7.) Its bottom is a sloping plane,
the depth increasing from 1 m at the shallow end to 3 m at the
deep end. Water is draining out of the pool at a rate of
1 m3/min. How fast is the surface of the water falling when
the depth of water at the deep end is (a) 2.5 m? (b) I m?

§ m 20 m

3m I m

Figure 4.7

En stege som glider: Betrakta problemet fran ADAMS:
18. The top of a ladder 5 m long rests against a vertical wall. If the
base of the ladder is being pulled away from the base of the
wall at a rate of 1/3 m/s, how fast is the top of the ladder
slipping down the wall when it is 3 m above the base of the
wall?
Anta att positioner av kanter av stegen beskrivs med tva langder x(t) och y(t) som mater avstandet
av stegens kant punkter fran origo. Notera att dessa avstand forandras 6ver tid. Vi vet att stege har
en viss langd L som ar konstant i tid. Allts3, vi kan pussla allt information och skriva
L2 = x(£)? + y(t)?
Deriverar man bagge led av ekvationen far vi

0 = 2x()x' () + 2y(O)y'(t)
sa att i varje tidpunkt t ar det alltid sant att

x(@)-x'@®) +y@) y' () =0
Fran problemet vi vet att just i stunden vi betraktar stege ar det sd att x’ = gms_l, L=5m,y=

3m. Innan vi raknar hur mycket y' &r, det &r en bra idé att kolla att vi har forstatt problemet korrekt,
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alltsa att det finns inga l6sa trad. Vad ar viktig ar att kolla att antal variabler och antal
ekvationer/villkor ar i balans.

Lat gora en kartlaggning av ekvationer vi har tillgéngliga i form av en lista
e ekvationl:x-x'+y-y' =0
e ekvation2: x2 + y%2 =25
e ekvation3:x' = %

e ekvationd:y =3

Lat oss géra samma sak med alla variabler vi har
e variabel 1: x
e variabel 2: y
e variabel 3: x’
e variabel 4:y’

Alltsa vi har fyra ekvationer med fyra variabler och vi borde kunna I6sa ekvation systemet.
Variablerna och ekvationerna ar i perfekt balans!

Dynamiken av geometriska objekt som komprimeras eller stretchas ut:

6. At a certain instant the length of a rectangle is 16 m and the
width is 12 m. The width is increasing at 3 m/s. How fast is
the length changing if the area of the rectangle is not
changing?

En polis som mater hastigheten men kan inte sta framfor bilen:
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16. (Radar guns) A police officer is standing near a highway
using a radar gun to catch speeders. (See Figure 4.6.) He aims
the gun at a car that has just passed his position and, when the
gun is pointing at an angle of 45° to the direction of the
highway, notes that the distance between the car and the gun is
increasing at a rate of 100 km/h. How fast is the car travelling?
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7.2 Tentamen forberedande 1 — G nivan

Tentamenfragor som tillhor den héar kategorien delas i subkategorier dar problemen i varje kategori
kan l6sas pa samma séatt, mer eller mindre, med en kiand mall. Sadana fragor testar féljande typer av
kunskaper:

a) grundldggande forstaelse av vad fragan handlar om;
b) kannedom av metoden som tillhor kategorien, alltsa som lampar sig att |6sa problemet;
c) korrekt tillampning av metoden.

Sadana fragor testar de grundldggande analyskunskaper och ar ganska mekaniska, och kan beskrivas
med en fokuserat begransat antal larande mal. Ett grundlaggande ldrande mal ar: (GO) Att kunna
utfora algebra med reella tal och arbeta med olika typer funktioner, tex att kunna definiera vad ett
reellt tal ar. (GO) examineras indirekt med en tolerans till slarvfel.

7.2.1 (G1) Att kunna utfora algebra med komplexa tal
e att kunna demonstrera de elementdara algebraiska operationerna med komplexa tal som
2y £ 25,21 - 23,21/ 2,
e att kunna rékna potenser i™ med n heltal
e att kunna utfora division av tva komplexa med att férldnga med konjugat metoden
e att kunna arbeta med Re och Im funktionerna

Exempel fraga: Vad ar realdelen och imaginardelen av z;?

3 (4 + i103)(2 _ i27)
240442

Zq

7.2.2 (G2) Att kunna omvandla till polarform och tillbaka
e att kunna anvanda Euler formel
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e att kunna expandera e'® fér positiv och negativ
e att kunna tillampa potens lagar av typ (ei“)ﬁ

Exempel fraga: Hur mycket &r realdelen och imaginardelen av z,*%7?

7.2.3 (G3) Att kunna hitta en sned asymptot
e att forklara det geometriska betydelse av en sned asymptot
e att forklara den formella metoden lim [f (x) — (kx + m)]
X—00

e att kunna avgéra vad k ar for rationella funktioner
e att kunna rdknam
e att kunna avgdra om en sned asymptot finns eller inte

Exempel fraga: Bestam konstanten a sa att funktionen har en sneddasymptot lika med y = 3x + 5.

3x24+x+1
—a

f&) =

7.2.4 (G4) Att kunna rdkna gransvardet
e att rdkna gransvardet med val valda algebraiska omvandlingar
e att kunna rakna gransvardet med LH regler och att kunna avgora i vilka situationer LH kan
anvandas (eller inte)
e att kunna beskriva och tillampa regler fér hur man rdknar gransvardet om den gar att del i
mindre bitar
e att beskriva olika gransvardet typer och kdnna igen densamma i praktiska tillampningar

Exempel fraga: Gar det att bestdamma konstanten a s3 att gransvardet finns och ar lika med 5? Om
”ja"” ange a och forklara hur du har valt den och berakna gransvardet, om “nej” forklara varfor det

gar inte att valja ett a.
sin(a(x — 1))
m ——————————————————
x>1  x2-1

7.2.5 (G5) Att kunna avgdra om en funktion ar kontinuerlig eller om den kan goras
kontinuerlig
e att kunna beskriva vad kontinuiteten ar
e att kunna avgdra om en funktion ar kontinuerlig
e att kunna avgdra om en funktion som inte ar kontinuerlig kan goras kontinuerlig
e att kunna kombinera kontinuerliga funktioner och kritisk avgéra om kombinationen blir
ocksa kontinuerlig

Exempel fraga: Vi betraktar en funktion f: R \ {1} — R definierad som

x108 4 63 _ 2y
flx) = —] x#1
c x=1

Gar det att definiera konstanten ¢ sa att funktionen f(x) ar kontinuerlig i R? Ange villkoret for
kontinuitet och visa tydligt hur du anvander villkoret for att |16sa problemet.
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7.2.6  (G6) Att kunna utfora linjar approximation
e att kunna beskriva mallen/receptet
e att kunna tillampa receptet
o att kunna identifiera referenspunkten och forskjutningen
o att kunna identifiera funktionen

Exempel fraga: Berdkna f (1 + %) i linjar approximation (alltsa utan att anvdanda en raknare). Vad

ar den naturliga referenspunkten for problemet?
XTT
— ,x—1
fx)=e +tan(4)

7.2.7 (G7) Att kunna approximera funktioner med Taylor polynomet
e att kunna beskriva processen hur man rdaknar Taylor polynomet
e att kunna utfora processen
e att kunna beskriva karaktdren av fel term

Exempel fraga: (se gamla tentor).

7.2.8 (G8) Att kunna rakna explicita derivator av olika kombinationer av funktioner
e att kunna rdkna derivator av elementara funktioner: sinus, cosinus, potenser, osv
e att kunna harleda derivata formel for v/x, arcsin x, osv
e att kunna rakna derivator av algebraiska kombinationer av funktioner
e att kunna rdkna derivator av sammansatta funktioner

Exempel fraga: Funktionen f(x) &r definierad som nedan. Berdkna f'(x).

f(x) = VInx + x2e** ¥ 4 2 cosv/x

7.2.9 (G9) Att kunna hitta implicit derivata
e att kunna beskriva processen
e att kunna tillampa processen
e att kunna beskriva den grafiska betydelsen: tex att kunna hitta tangenten i en punkt av en
graf som ar definierad med implicit ekvation

Exempel fraga: Berakna derivatan %i punkten x = 1 och y = 1. Funktionen definieras som nedan.

Anvand implicit derivering.

. VI
2 + xsin(my) = x? + cot (T)
7.2.10 (G10) Att kunna rakna integraler analytisk med enkla substitutioner
e att kunna identifiera lampliga substitutioneriformu =ax + b
e att kunna identifiera lampliga substitutioner i form u = ax®
e for en angiven substitution att kunna testa om den fungerar eller inte
e att kunna rdkna bestamda integraler (att andra integrations granser pa ratt satt)

Exempel fraga: Berakna integralen (se gamla tentor).

7.2.11 (G11) Att kunna rakna integraler med partiell integration
e att kunna harleda formel for partiell integrering
e att kunna identifiera u och dv
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e att tillampa formeln pa ratt satt
Exempel fraga: (se gamla tentor).

7.2.12 (G12) Att kunna anvanda differentialkalkyl och arbeta med dx och df
e att kunna omvandla ett uttryck till former A(x) + B(x)dx
e att kunna identifiera typ av uttryck (TASO eller TAS1)
e att forklara vad TASO och TAS1 ar
e att kunna forklara kopplingen mellan differentialkalkyl med linjar approximation

Exempel fraga: Omvandla alla uttryck med hjalp av differentialkalkyl, alltsa skriv om till en form
A(x) + B(x) dx. Notera att A(x) och B(x) kommer att variera fran fall till fall. Ange ocksd
storleksordning for varje fall (TASO eller TAS1).

(a) d(x®) =?
(b) (x +dx)* —x* =?

(c) 1n(Vx + dx) =?

(d) (x + dx) sin x+2d

x=?

7.2.13 (G13) Att kunna l6sa valdigt enkla differentiella ekvationer
e att kunna identifiera klasen DE tillhor
e att kunna identifiera den ratta mallen for [6sningen med ratt antal fria konstanter
e att kunna tillampa begynnelsevillkor for att bestamma de fria konstanter
e att kunna kombinera den homogena och den partikuldra I6sningen pa ratt satt

Exempel fraga: Hitta losningen till y” (x) = sin x med begynnelsevillkoren y(0) = 1 och y'(0) = 2.

7.3 Tentamen forberedande 2 — VG nivan

Sadana fragor ar en smula extra komplicerade an deras kusiner fran G-gruppen. Att |6sa sadana
problem kraver att man kan pussla ihop olika begrepp i en problemlésningsprocess. Alltsa det
handlar om att kombinera I16snings mallar fran gupp G. Precis som grupp G sadana fragor kan
beskrivas med flera larande mal.

7.3.1 Att kunna arbeta med “related rates”
7.3.2 Att kunna berdkna langder, ytor, och volymer av komplicerade kroppar
7.3.3 Att kunna |6sa medelsvara differentiella ekvationer
7.3.4 Att kunna rakna medelsvara integraler
e att kunna rdkna integraler av rationella funktioner
e att beroende pa problemet specificera ratt mall fér partiell brakuppdelning
e att kunna tillampa integraltabeller pa ratt satt
e att kunna utfora enklare trigonometriska substitutioner
e att kunna utfora enklare hyperboliska substitutioner

7.3.5 Att kunna rdkna svarare gransvardet
att kunna rakna gransvarden som kraver upprepad tillampning av LH regel och kontroll av villkor

7.3.6  Medel komplicerade differentiella ekvationer: separationsteknik
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7.4 Tentamen forberedande 2 — MVG nivan

Fragor i den har gruppen ar forstas svaraste. Dels ar de svara for de utmanar studenter med visa
tekniska utmaningar. Men det ar inte allt. Sddana fragor ar konceptuellt svarare. Det ar inte alltid Iatt
att se vilka bitar behovs for att 16sa problemet. Konceptuellt &r sddana fragor ganska svara. Tex man
kan ana vad fragan handlar om, dock om man kan inte ga ett steg vidare mot I6sningen, da 4r man
pa G eller VG nivan i sin forstaelse. Losningar till sddana fragor kraver att man graver sig fram
igenom en rad olika steg som ar inte uppenbara, men som man borde kunna snappa upp om man ar
"valtranad” for analys.
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