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1 W1 Gymnasiematte: paminnelse om saker vi behdver
2 W2 gransvardet, kontinuitet, och derivata grunder
3 W3 Derivata tillampningar: att skatta sma skillnader

4 W4 integraler: grunder och tekniker

4.1 Integral grunder: Riemannintegral idén

Integraler forkommer i tva former, obestamda och bestamda. Obestdmda integraler har vi pratat
om tidigare nar vi har anvant f f(x)dx som en notation att markera att vi letar efter den primitiva
funktionen till f(x), alltsa vi letar efter nagonting, ?, sa att ?' = f(x). Visst, pa ett formellt satt sa
skriver man F(x) = [ f(x)dx sa att F'(x) = f(x). Vi har redan pratat om det.

Den bestdmda integralen har en behaglig geometrisk interpretation. Den dyker upp nar vi forscker
rakna ytan under grafen.
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Figure 5.4  The basic area problem: find

the area of region R

Ytan under grafen “antecknas” som

b
R=-[f(x)dx

Ja, det ar inga konstigheter med notationen, jag har markt att studenter har inga problem med den
(inte pa samma satt som studenter brukar ha problem med differentialer). Men, en viktig fraga ar
vad menar vi med ytan under grafen egentligen? Problemet ar att varje graf kan ha en fri form som
bojer sig, gar upp och ner, och kan gora ganska konstiga grejer. Vad hander om funktionen ar riktig
ruggig och liknar en fraktal (tex kustlinjen)? Det finns ganska exotiska funktioner for vilka det gar inte
att definiera ytan. Inte sa konstig att i en vanlig analyskurs det brukar ga ganska mycket energi och
tid at att definiera begreppet "ytan” och sen visa nar den finns. Men, vi kommer inte att orda sa
mycket om det. For funktioner som ni kommer att jobba med kan ni vara ganska sakra att det finns
inga konstigheter och det naturliga sattet att tinka om ytan som ett gransvarde kommer att bara er
Iang vag nar ni jobbar praktisk med integraler. Detta utrycks i féljande satsen

If f is continuous on [a, b], then f is integrable on [a, b].

Och ni kommer att jobba for det mesta med kontinuerliga funktioner. Se
5.2 Areas as Limits of Sums > TH2

for diskussionen varfor satsen haller. Nagra bra problem att trana pa ar 5.2.1 och 5.2.8. Diskussionen
kring vad “ytan” under grafen kan betyda finns i

5.3 The definite integral

Texten i ADAMS som jag refererar till 4r ganska formellt och kan njutas av studenter som gillar det
abstrakta. Nagra bra problem att 6va pa ar 5.3.1, 5.3.4, 5.3.10, 5.3.11, och 5.3.15.
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For er som ar kanske lite mera praktisk lagda, skulle jag foresla en férenkling. Vi skriver
Riemannsumman

R(Axy, Ay, Axy) = ) A%,
X

och vardet beror pa hur man har delar intervallet [a, b]. Det ar alltid sd att b — a = Ax; + - Axy,. |
en enklare form med att byta Ax; — Ax

R(Ax) = z FOx)Ax

dar vi antar att varje intervall vi har delat den stora ytan i ar lika brett och da b — a = nAx. Vi
kommer tom att tappa index i och bara skriva

R(Ax) = z F(0)Ax

Sa ytan vi ar intresserad i kan raknas som gransvardet
R= Jim R@x) = Jin, > £:)ax

Notera att Ax — 0 4r samma som n — oo, Vi vet att nar vi jobbar med differentialer, Ax — dx, da
kan vi tappa bort gransvardet tecken och skriver superkort

R = z f(x)dx

Ja, i sista steget &r det bara att byta Y., m dx till [ mdx och jag har som vanligt mérknat ner det som
inte ar viktig for att 6gat skall dras till saker som ar viktiga. Visst, en matematiker skulle spy vid syn
av ekvationen ovan, med det tjanar oss val, for det blir ganska uppenbart hur man tanker.

4.2 Egenskaper av integraler
Egenskaper av Riemannintegral kommer fran den geometriska tolkningen. Se

5.4 Properties of the Definite Integral

for varifran de typiska integralegenskaper ni ar vana vid kommer ifran. Det viktigaste for oss &r hur
man hanterar konstanter och hur man delar integraler.

Den forsta ar “stada konstanter” principen

fkf(x)dx = kff(x)dx

Alltsa det klokaste ndr man raknar integraler &r att plocka konstanten framfér integralen. Det har har
praktisk betydelse nar man rakna integraler numerisk, for man minskar antal operationer som maste
utforas. Ser ni varfor?

At dela integral betyder att man kan gora sa har

[1r@ + geoldx = [ faodx+ [ geodx
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och det &r nagonting som jag tror studenter redan kan. Egenskapen ovan &r syskon med
derivataregler for summa. Lattast att se att det ar sa ar att derivera den hogra och den vanstra sidan
och for att kunna goéra det maste man anvanda summa regeln. Att vi kan géra som ovan har ocksa en
praktisk betydelse nar man rékna integraler numerisk, for man minskar antal operationer som maste
utforas. Ser ni varfor? Om inte, jag avsl6jar inte nu, men visar senare nar vi kommer att prata om
numerisk integration.

Den tokigaste egenskapen for studenter att begripa sig pa ar den har:

b a
Jf(x)dx+bff(x)dx= 0

Nagra problem att tréna pa finns i ADAMS: 5.4.1,5.4.2,5.4.3,5.4.6,5.4.7,5.4.17.

4.3 Den matematiska analysens huvudsats

Den matematiska analysens huvudsats, om ni har problem att komma ihag, kan harledas med hjalp
av féljande minnesteknik (alltsa en ”smutsig” bevis). Vi betraktar utan under en graf dar den hogra
kanten ar rorlig

R(x) =Jf(u)du

Alltsa istéllet av intervall [a, b] vi jobbar med intervaller i form [a, x]. Vi vill rdakna
R(x + dx) — R(x) =?

och om vi lyckas da kommer vi att klura ur vad derivatan av en integral ar (med hénsyn till
integrations gransen). Det gar att gora i nagra korta steg

x+dx

[ raa= Z:jdxf(u)du -

Ekvationen ovan kan omvandlas till

u=x
u=a

fwdu + f(x)dx = ff(u)du + f(x)dx

x+dx x

| reodu- [ raodu=reod

och delar man ekvationen med dx far vi

d(f; fwdu)
—t =)

som ar den matematiska analysens huvudsats:

drF(x)
— == ()
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F(x) = ff(u)du

Wow! Nasta steg ar att visa att

b
f F()dx = F(b) - F(a) = FRI.

Se ADAMS
5.5 The Fundamental Theorem of Calculus > TH5

for detaljerad diskussion hur man héarleder satsen. Nagra relevanta problem att ga igenom &r 5.5.1,
5.5.3,555,554,55.9,55.11,5.5.13,5.5.49, 5.5.39, 5.5.40, 5.5.41, 5.5.42, 5.5.47 (tips: rdkna
derivatan av héger och vénster sidan).

4.4 Medelvardesatsen for integraler
Ett syskon till den matematiska analysens huvudsats ar medelvarde satsen for integraler

The Mean-Value Theorem for integrals
If f is continuous on [a, b], then there exists a point ¢ in [a, b] such that

b
[ A8 = (6 — )

For beviset av medelvardesatsen for integraler se
5.4 Properties of the Definite Integral > A Mean-Value Theorem for Integrals

Nu hor jag er tanka: (a) Varfor ar de syskonet? De kan inte ha samma mor eller far. (b) Vad har
uttrycket ovan med medelvérde att gora? (a) Man behover medelvérde satsen for integraler for att
bevisa analysenshuvudsats. Man kan sdga att medelvardesatsen ar det aldre syskonet. @ (b) Hur
kan vi definiera ett medelvarde av en funktion? Det gar att visa, algebraisk, att medelvardet av en
funktion f(x) dver intervallet &r faktisk

b
oL@
b—a
Sa nar vi har val hittat ett ¢ frdn medelvardesatsen da vet vi att f(c) forstaller medelvarde. Men,

istallet att halla pa med algebra, det ar enklare att se detta intuitivt. Har kommer en bra bild fran
ADAMS:
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Figure 5.19  Half of the area between

v = f(x) and the horizontal line
v = f(c) lies above the line, and the other
half lies below the line

4.5 Integrations tekniker: analytiska

Strategi: anvdnd analysens huvudsats (relation mellan integral och primitiv funktion). For att rékna
integraler analytisk innebar att man forsdker anvanda analysens huvudsats. Lyckas vi hitta den
primitiva funktionen da blir det enkelt att rakna ytan. S&, om man férsoker analytisk betoning ligger
pa att forsoka hitta den primitiva funktionen och vi kommer att diskutera flera tekniker.

Tekniker for att hitta den primitiva funktionen: Teknikerna kan fordelas grovt sett i tre grupper:
Gruppl: att gissa; Grupp 2: om man kan gissa en del av integralen anvand partiell integration; Grupp
3: substitutionstekniker. ADAMS forklarar dessa tekniker ganska bra sa vi kommer inte att skriva om
detta har. Det ar bara att ldasa igenom féljande sa ni kommer att klara er fint:

AD/5.5 The fundamental theorem of calculus
AD/5.6 The method of substitution
AD/6.1 Integration by parts
AD/6.2 Integrals of rational functions
AD/6.3 inverse substitutions

Nagra bra problem att 6va integrations tekniker pa finns i Tabellen nedanfér.

amne att trana pa

partiell integration 6.1.1,6.1.2,6.1.5,6.1.31,6.1.32
rationella funktioner 6.2.12,6.2.22

substitutions tekniker | 6.3.1,6.3.3,6.3.9, 6.3.16, 6.3.24

4.6 Forsok alltid nyttja symmetriegenskaper av funktionen ni integrerar

Ibland kan man rdkna en bestamd integral med bara att analysera symmetriegenskaper av en
funktion, om integrations intervall ar symmetrisk. Som ett exempel betrakta foljande exemplet.



Kompendiet i matematisk analys fér IT/DATA studenter, Zoran Konkoli, Jan 2020 Sida | 7

Visa av integraler ar 0 och visa inte. Identifiera vilka &r noll utan rékna. Det gar att argumentera utan
att rakna integraler eller att rita grafer.

(a)l, = f_ll x? sinx dx
(b) I, = f_llxsinxdx

(oI, = f_11|x|e|x|dx

(d) I4 f_ll xel*ldx
Lat oss rita grafer.

plot[x"2Sin[x]] plot[xSin[x]]

-1.0 -0.5 05 1.0
plot[Abs [x] Exp[Abs[x]]1] plot[xExp[Abs[x]]]

1.0 -05 0.5 1.0

Viser att I, = 0 for att funktionen &r lika mycket positiv som negativ sa den roda ytan balanserar
perfekt den blaa ytan. Samma galler for I;. Integralerna I, och I &r inte noll. Alltsa vi borde kunna

visaatt[; = 1&1) - 1§2) dar 1(51) = 1&2), och exakt densamma for den sista integralen, I; = Iél) - 1&2)

med Ic(ll) = 15(12) Lat os visa det.

Vi borjar med att dela integralen i tva delar

1 1 0
I, = fxz sinx dx = fxz sinx dx + fxz sinx dx
-1 0 -1
nu gor vi variabel byte i den sista integralen med x = —u och dx = —du. Med bytet den andra

integralen kan omvandlas till
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0 -0 0 0
fxz sinx dx = f (—u)?sin(—uw) (—)du = f(u)z(—) sin(u) (—)du = fuz sinu du
-1 —-(-1) 1 1

Vi kan andra riktningen av integration fran "1 till 0” och byta till ”0 till 1” och vara forsiktiga med att
justera med ett extra minustecken

0 0 1
szsinxdx=fu2 sinudu = —fuzsinudu
1 0

1
Vi ser att

1 1 0 1 1
I, = fxz sinxdx=Jx2 sinx dx + sz sinxdx=fx2 sinxdx—Ju2 sinu du
“1 0 1 0 0
Nu har vivisat att I, = 1§1) - Ic(lz) med

Iél) 2

x“sinx dx

2

O O

1

u“sinudu

Hur vet vi att Ic(ll) = Ic(lz) ar sant? Vi kan alltid byta namn pa integrations variabel om att dépa om u

till x. D3 har vivisat att I, = Ic(ll) - 152)

utrakning for 1.

1 5. 15 . iy
= [, x*sinxdx — [ x*sinx dx = 0. Man kan géra samma

Lat oss vissa att samma resultat kommer att halla for vilken funktion som helst, om funktionen vi
integrerar har den har egenskapen

fw) =—f(w)

och integrations intervall ar symmetrisk kring O, alltsa vi integrerar i intervallet [—a, a] dar a > 0.
Det &r bara att harma utrdkningen ovan. Vi borjar med att dela integralen i tva delar

I = ff(x)dx=ff(x)dx+ Jof(x)dx
-a 0 -a

Nu, som tidigare, gor vi variabel byte i den sista integralen med x = —u och dx = —du:

0 -0 0 0
[rwar= | reoedu= (e = [ fade
—-a —(-a) a a

Igen, vi kan dndra riktningen av integration fran ”a till 0” och byta till ”0 till a” och vara forsiktiga
med att justera med ett extra minustecken
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ff@ﬂx=ff@ﬂu=—ffWMu
Za a 0

Vi ser att

I = ff(u)dx=ff(x)dx+ Jof(x)dx=ff(x)dx—ff(u)du
Za 0 “a 0 0

och I = 0 pé grund av att foaf(x)dx = foaf(u)du.

4.7 Integrations tekniker: numeriska

Numeriska integrations tekniker “f6ds” fran Riemann idén: man férdelar den stora ytan i mindre ytor
genom att dela hela integrations intervallet [a, b] i manga mindre intervaller, ju flera desto battre.
Ofta man anvander intervaller som har exakt samma bradd h. Konstanten h dr exakt densamma
som den kdanda Ax vi har pratat om tidigare! Vi sager att integrations intervallet har delats i n delar,
alltsa b — a = nh, och man vi helst ha n sa stor som majligt. Det &r sa alla numeriska integrations
tekniker borjar. De skiljer sig i sattet man forsdker approximera funktionen i varje liten intervall. Vad
bli en bra approximation i den har kontexten? Det finns tva villkor. (i) Det borde bli nagonting som
beskriver funktionen i intervaller sa bra som majligt, (ii) men det borde vara nagonting som man kan
rakna ytan av.

| kort, vad hander ar foljande. Vi antar att som vanligt vi har en partition med n + 1 punkter i form
Py ={a = x¢,%x1,%3,"**, Xp—1, % = b}

och det betyder attx; = a + ih med h = ? ochi=0,1,2,---,n—1,n. Noteraattviharn + 1

punkter men vi har n intervaller. Det ar ingenting konstig. Rita bara nagra enkla exempel med n = 4
eller n = 5 och da ser ni varfor det stammer. Det ar viktig att kolla att det har numreringens sattet ar
konsistent, att i = 0 verkligen motsvarar a och att i = n pekar pa b. Lat oss kolla den vanstra kanten

forst: xo = a + 0h = a. S3 allt ar ok dar. Den hogra kanten: x,, = a+nh =a + nbn;a =a-+
(b — a) = b och det blir bra ocksa. Nu anvander vi partitionen. Hur? Se pa...

Vi kan inte inspektera en kontinuerlig funktion i odndligt antal punkter. Vad vi gor istallet ar att vi gor
en "sampling” eller stickprov pa svenska. Vi plockar funktions varden fran ett begransat antal

punkter och forsoker rakna integralen utifran denna information. Vilka punkter? Visst, vi plockar
punkter fran partitionen ovan. Lat oss definiera den begrdansade vardeméangden med 1,

Vo = {f (x0), f (x1), f (x2), -+, f (%) }

Varje numerisk integrations teknik gar pa att konstruera en algoritm A som tar en partition som
input, A(P,,), och som producerar en approximation for integral:

b
[ reax = ace
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En typisk algoritm ser ut sa har

En typisk implementering av numerisk integration
real function compute integral (function f, Array xs, string type)
// £ - funktionen vi integrerar
// xs — partitionen med punkter
// type — typ av integral
//
// férst utvardera f for alla punkter i1 partitionen
double fs = Array()
n = Length(fs)

for (i = 0..n)

fs(i) = f(xs[i])
endfor
//

//anvand den utvalda integrationsmetoden
.//som vanlig, klaga om anvandaren fdrsdker anvanda
//metoden som vi inte har implementerat
if (type = “TRAPEZ”) then
result = Trapez (fs)
else if (type = “SIMPSON”) then
result = Simpson (fs)
else
Abort (“compute integral-E: unknown integration method”)
endif
return result
end function

Notera att nar vi vet funktionsvarden for partitionen, det ar den enda informationen vi behoéver. For
att korta ner notationen kommer vi att skriva A,, istallet for A(B,). Vi kommer att diskutera tva
algoritmer: Trapezregel (A = T) och Simpsonregel (A = S);

b
[ r@ax =1,
ab
[ reax = s,

Trapezregel: varifran kommer den? Trapez regel kommer fran att man approximerar funktionen
med en rak linje. Det geometriska objektet som beskriver den lilla ytan ar Trapez.

6.6 The trapezoid and midpoint rules

Trapez har tva vertikala sidor. Detta betyder att i varje intervall I; = [x;_1, x;] approximerar vi
funktionen med den raka linjen som gar igenom punkter (x;_1, f(x;_1)) och (x;, f(x;)). Tex for I, =
[x0, x1] har vi punkter (xq, yo) och (x4, ;) med y, = f(x,) och y; = f(x;), och lika dan for alla
andra punkter. Lat oss anta att vi har raknat ytan av trapezen. Vi refererar till ytan for I; som vi har



Kompendiet i matematisk analys fér IT/DATA studenter, Zoran Konkoli, Jan 2020 Sida | 11

raknat pa det har sattet som T (/). Det ar ganska enkel gymnasiet matematik som leder till (kolla |
ADAMS 6.6.FIG-6-16 om ni ar osékra)

h
T() = 2 (%o + x1)

Hela ytan under grafen raknas med att pussla ihop alla bidrag fran alla intervaller

Xn=b n
| @ 1) T+ TG =D T
i=1

Xo=a

Notera att vi har n termer i summan. Man kunde implementera Trapez regel som ovan, vi kan rakna
allaT(l;) = > (xj_1 + x;) forst och sedan summerar alla bidrag. Dock det I6nar sig att gora lite
algebra forst, och rakna summan fér hand. Om man gor det far vi

n (Yo In
T =h(F ity oty +5)

i
och detta ar Trapez regel i 6.6.DEF3 i ADAMS. Kant punkter x, och x,, ar speciella och har inte
samma konstant som de inre punkter x4, X5, **+, Xp_1-

Simpson regel: varifran kommer den? Simpson regel far man igenom att approximera funktionen
med en parabol. Man anvander tre punkter, tva i kanterna, och en prick i mitten, och drar en parabol
igenom. Det ar ganska enkelt att rdkna ytan under en parabol. Notera att om man jamfér med
Trapez regel sa ar funktionen vi anvander att approximera smidigare, den ofta foljer den riktiga
funktionen battre an en vanligt rak linje.

6.7 Simpson’s rule

Skillnaden fran Trapezregeln ar att vi behdver tre punkter for att utféra approximationen. Vad vi gor
ar att parar intervaller sa att den minsta yta vi raknar spanner éver tva intervaller. Lat oss borja med
att para ihop 10 och I1. Da far vi tre punkter att jobba med: (x0,y1), (x1,y1), (x2, y2). Det ar valdigt
viktig att ni studerar grafen i 6.7.FIG-6.23. Den korta utrakningen i boken ger en ganska enkel formel
for ytan

h
SUo, 1) = §()’0 + 4y, + ;)

Hela ytan under grafen raknas som vanligt, vi pusslar ihop alla bidrag, fran alla intervaller som vi har
parat ihop
n/2

SUzk-1,12x)

Xn=b
J f)dx =~ Sy, 1) + SUp, I3) + -+ SUp—3,1n—2) + S(Up—1, 1) =
Xp=a k=1

Notera att i formeln ovan har vi en summa som har vara n/2 termer.

Vi kan bara tillampa Simpson regel om vi har ett jamnt antal intervaller, eller udda
antal punkter. Alltsa vi kan bara tillampa Simpson regel om vi har n som ar jamnt tal!
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Dock till slut, det blir samma antal punkter som algoritmen maste grava sig igenom. Som for Trapez
regel kan man med hjalp av lite algebra skriva om summan som

n/2

h
Sp = SUzk-1,12) = §()’o + 4y, + 2y, +4ys + 2y, + -+ 2yp 0+ 4V 1 )
k=1

och formeln ovan definierar Simpsons regel 6.7.DEF5 i boken. Vi noterar att den har regeln ar mera
komplicerad an Trapez regeln. Konstanter framfor termer med jamn index dr inte samma som
termer med udda index. Som vanligt, kant punkter ar speciella och har sina egna konstanter.

Vad betyder "kvadratur”? Det ar ett viktigt begrepp inom numerisk matematisk som rér hur man
rékna integraler numerisk. Tyvarr siger ADAMS valdig lite om det, sa jag kommer att skriva nagra
ord om det. En kvadratur ar recept av formen

Xn=b
f f)dx = woyg + wiys + woys + o+ WY1 + Wiy
Xo=a

Konstanter wy, wy, ws -+, w,, definierar kvadratur.

Ovning: Trapez och Simpson regler dr exempel av kvadratur. Som en liten &vning, férsok hitta
formler som beskriver w; for Trapez och Simpson regler.

Satt 1 att utveckla kvadratur (ADMAS): Trapez och Simpson fungerar bra for de flesta funktioner
men det finns fall dar man maste ge upp och utveckla speciellt snickrad integrations teknik, som ofta
heter kvadratur. Tex om man vill rékna sadana integraler

a
(x)
WSO
Vx
da fungerar varken Trapez eller Simpson regeln sarskild bra. Problemet ar att = ar inte en ”snall

funktion och kan inte riktig approximeras varken med den raka linjen eller med en parabol. Ett satt
att hantera sadan integraler ar med variabel byte. ADAMS har nagra jatte bra exempel pa hur man
kan hantera sadana problematiska funktioner som ar inte kontinuerliga, men som vi kan rékna
integralen av med hjalp av "improper integral” ansatsen: parametrisera det som ar farlig och sedan
rakna gransvardet. Kolla 6.8 Other Aspects of Approximate Integration, speciellt exempel 6.8.EX2
och 6.8.EX3.

Satt 2 att utveckla kvadratur: Har kommer en teknik till som proffs anvander. Den har specifik till
kompendiet. Det ar viktig att forsta tankesattet ndr man utvecklar en kvadratur formel. Man vill att
formeln fungerar bra for en klass funktioner. Tom man forsoker valja konstanter w; sa att kvadratur
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formel blir exakt for just den klassen. Om vi tittar pa exemplet ovan, vi vill vdlja konstanter
Wo, Wy, Wy -+, Wy, sadana att*

[ F(0)
——dx = wof (x0) + wif (x1) + - + W f ()
[

blir exakt likhet om f(x) tillnér en klass funktioner. Det naturliga ar att anta att vi vill att ekvationen
blir exakt om f(x) &r en linjer funktion i varje intervall av partitionen I;. Alltsa, rent praktisk, vad
man hoppas pa ar att om f(x) i integralen &r en snall funktion som kan approximeras med en rak
linje 6ver en litet intervall da kvadraturen kommer att ge ett hyffsat bra resultat.

Lat oss visa hur man gor. Vi antar (i Trapez regel andan) att det gar att approximera f (x) med en rak
linje i varje liten intervall [x;, x;41 ] som f(x) = k;x + m;. Det dr en gymnasiematematik problem
att hitta k; och m; om man vet vad f (x;) och f(x;,1) ar. Sen, ndr man vet vad k; och m; ar da ar det

bara att rakna analytisk
Xi+1
R kix + m; d
. = —ax
l \/}
X

och det kan man gora utan problem, inte sant, det ar bara att stdda konstanter
Xi+1 k Xi+1 Xi+1
X +m
Ri= de—kf \/—dx+mlf
[ N
i

och rakna resterande enkla integraler
Xi+1

2/ 3 3
J\/_dx——lex‘“ §< i2+1_xi2>

xl+1

dx 1 1
o a{eha)

Da kan man rakna varje liten yta numerlsk

2 3 3 1 1
— 2 2 2 2
R; —§ki <xl.+1—xi>+2ml- <xi+1—xl.>

Senare approximerar man integralen som en summa, som vi brukar goéra

J@dx~ " 1Ri

i=0

Hur noggranna dr integrationsregler? Det ar en viktig fraga. Nar ni jobbar som ingenjorer ar det
viktig att ni kan vélja ratt integrations metod. Da maste ni férsta hur ni kan avgéra om en metod ar
bra eller inte. Feluppskattning av en integrations teknik uttrycks pa ett speciellt satt som &r viktig at
ni kan. Man anvinder den stora O notationen. Tex noggrannheten av Trapez regel ar 0(h?) och
noggrannheten av Simpson regel ar O (h*). Detta utrycks som tva satser i ADAMS

! Notera att jag skriver inte foaf(x) = Wof(xg) + wiyf(x1) + -+ wyuf(x,).
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b
ff(x)dx =T, + 0(h?) (6.6.TM4)
ab
Jf(x)dx =S, +0(h*) (6.7.TM5)

Man kan tycka att det ar konstig med potenser i h nar vi utrycker noggrannhet. Se i ADAMS varfér ar
det s3, alltsa kolla igenom bevis for 6.6.TM4. Det finns ingen bevis is ADMAS for 6.7.TM5. Jag
kommer att visa ett alternativt bevis for 6.6. TM4. For 6.7.TM5 vi kommer att diskutera grovt vad ar
det som hander.

Alternativ forklaring av satsen 6.6.TM4: ADAMS ger ett bevis av satsen med hjalp att partiell
integration. Har i kompendiet vi visar ett annat mera intuitivt satt att tdnka. Lat oss betrakta det
forsta intervallet forst. Den grundlaggande idén bakom Trapez regel ar linjar interpolation. |
intervallet approximerar vi funktionen med en linjar form f(x) = g(x) = kx + m och vi vill att
funktionen och approximationen matchar exakt i kanterna.

Vi anar intuitivt att skillnaden mellan funktionen och linjar approximation i intervallet I; = [xg, x4 ]
med x; = x + h borde kunna beskrivas som

1
flxo+h)~glxe+h)+ Ef”(c)hz

dar ¢ € [xg, xo + h]. Ni kan undra varfor skriver jag ”~" och inte ”=". Ja, problemet &r att g(x) ar
inte Taylor polynom. Den ar nagonting annat, som i matematiken vi brukar referera till som "linjar
interpolation”.

Linjar interpolation: Idén bakom Taylor polynomet ar att vi satsar allt krut pa en punkt, matchar
vardet och den forsta derivatan av funktionen. Nar man gor linjar interpolation siktar man pa hela
intervallet, och kraver att funktionen och approximationen matchar exakt i kanter. Skillnader finns
sammanfattade i tabellen.

Villkor for approximationen
Taylor upp till grad 1: Linjar interpolation:

Ti(x) = f(xo) + f'(x0) (x — x0)

9 = fx) + LIV
f(xo) =Ty (xg) f(xo) = g(x0)
f(xq) = T{(xq) ) =g(x)

Det finns en sats som sager foljande om noggrannheten av linjar interpolation:

En super coolt sats som finns inte i ADAMS men dr ganska enkel att bevisa: Om g(x) = kx + m
ar den linjara interpolationen till f(x) i intervallet I; = [xq, x1] med villkor att f(xy) = g(xy) och
f(x1) = g(x1), d& &r det sant att
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(x — xo)

9(x) = f(xy) + f(x1) :f(xo)
1~ Xo

X

Resultatet ovan ar en ganska enkel gymnasiet matematik problem. Vad ar intressant ar att det
finns ett & € [x(, x,] (t.0.m. kanske flera) sa att

1
fl) =g(x)+ Zf"(f)(x — Xo)(x = x1)

Bevis: Definiera F(x) = f(x) —g(x) =T+ (x — xg) - (x — x1). Vivaljer I sd att forett z €

(x9, x1) @r det sant att F(z) = 0. Vi ser fran konstruktionen av F (x) att det ar sant att F(xy) = 0
och att F(x;) = 0. Anta att F(x) &r deriverbar tva ganger och har kontinuerlig forsta derivatan. Vi
vet att F(x) har tre noll punkter i x,, z, och x;. Da kan vi anvanda Rolles sats att dra slutsats att
det finns ett @ mellan x, och z sadan att F’(a) = 0, och att det finns ett # mellan z och x; sddan
att F’(B) = 0. Betrakta F’(x) som ny funktion och anvdnd Rolles sats en gang till. Det finns alltsa
ett y mellan @ och 8 sadan att F”’(y) = 0. Noteraatt F''(x) = f"'(x) — g"'(x) — 2I. Vi vet att
g(x) ar en linjar funktion, sa det maste vara sa att g"’ (x) = 0. Nu vet vi att det finns en y sadan

att0 = f"(y) — 2I'och @ < y < B; vi har hittat att det gar att uttrycka I’ = %f”(y). Alltsa y vi
har hittat maste den & som satsten pratar om for vi har visat att det finns ett y i intervallet sadan

att f(x) = g(x) + %f"(y)(x —xp)(x —x)forxg <a<y<p<x.

Ni ser skillnaden fran Taylor satsen som sager att det gar att hitta ett ¢ sadan att f(x) = f(x,) +
f'(xo)(x — x0) + %f”(c)(x — Xg)2. Om vi byter Taylor polynomet mot interpolation behéver vi
byta %f”(c)(x — %)% mot %f”(f)(x — xo)(x — x1). Om vi kan nu begrénsa den andra derivatan

med en konstant, alltsa | f"'(¢)| < K; , da skillnaden mellan den exakta integralen och
approximationen kan ocksa begrénsas. Vi betecknar skillnaden med

x0+h x0+h x0+h
€; = exakt — approximation = '[ f(x)dx — J gx)dx = J [f(x) —g(x)]dx
X0 X0 Xo
Skillnaden kan begrdansas som
Xo+h Xo+h
1 i Kl
al<| [ 3O -x6-xdx 2| [ &= x)6-x)dx
X0 Xo
x0+h

K
< 71 J (x —x0)(xq — x)dx

Notera att i det sista steget byte jag fran x — x; till x; — x for att fa en positiv integral (tal) sa att jag
kunde tappa bort absolut belopp tecken. Har i kompendiet visar jag inte hur man rdknar integralen.
Jag ber Mathematica att rakna integralen:
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r:g =] =]

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

2= Integrate[ (x - x0) (x1 -=x), {x, x0, x1}] // Simplify

1
out[3]= - 3 (=20 - xl}3

Det intressanta ar att integralen beror bara pa skillnaden av koordinater som beskriver kanter. Byt
bara x; = x¢ + h da farni

x°+h

1
J (x — x0)(x; — x)dx = Eh3

Xo
och da far vi formel som sdger vad den stérsta tillatna €; ar (om man ignorerar tecken):

K, K,
<_h3 :_h3
leal <575 12

Vi kan gora samma for alla intervaller I; = [x;_q,x;] med i = 1,2, ,n:

K;
| < _h3
el < 75

Nu, gbr vi samma sak 6ver hela integrationsintervallet. Over hela intervallet alla sddana fel adderas.
Det ar enkelt att visa fran integral egenskaper.

e= jnf(x)dx - fng(x)dx - fn(f(x) — g(0)dx = 2 [ (e - g)ax = 2 ¢
Xo Xo Xo i=1"%i-1 i=1

Den totala felet kan begransas med hjalp av “triangle ingequality”:

le] = leg + -+ €n] < leg| + -+ |e |<ﬁh3+---+ﬁh3
! me =12 12

Nu géller det bara att plocka den storsta av alla "begransande” konstanter: K = max{K;,K,, -, K,,}.
D& kan vi skriva

K, K, K K nk
<—W+-+—h3<—hr3+--+—h3=—Hn3
lefs o+ A+ sl 4+ 12

Notera att nh = b — a sa vi kan faktisk byta produkt nh och da tappar vi en potens i h;

< (b—a)l('h2

l€l 3

Detta betyder att
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ff(x)dx= f g(x)dx + 0(h?)

och nu géller det att komma ihdg att faktisk T;, = f;ong(x)dx. Nu vet vi alltsa att

jnf(x)dx =T, +0(h?) =T, +0 (%)

Det har resonemanget forklarar varfor skillnaden mellan den exakta integralen och approximationen
beter sig som O(h?). Man kan resonera pa samma sitt att férklara potensen i 6.7.TM5.

En diskussion av satsen 6.7.TM5: Om man gora samma utrdkning som ovan da borde det bli sa att

Xn

f f()dx =S, + 0(h3)

Xo

men, det stammer inte med boken som sager att

f f(x)dx =S, +0(h%)

Enligt det vanliga sattet att skatta felet potensen borde vara h3 men just for Simpson regel anvander
man en symmetrisk intervall dar mitt punkten ligger prick i mitten. Da far man en potens gratis. Lat
oss visa hur allt hanger ihop.

Forst, forsoker vi med den grova skattningen av felet. Vi anar intuitivt att skillnaden mellan
funktionen och den kvadratiska approximationen i intervallet Iy; = Iy U I; = [xg,x;] med x, =
Xo + 2h borde kunna beskrivas som

f(xo + 2h) ~ s(xy + 2h) + %f”’(c)h3

dar ¢ € [xy, xo + 2h]. Alltsa s &r ett polynom av grad 2 so felet vi gér borde kunna beskrivas som
ovan. Vi skattar alltsa skillnaden med

1
fG) =50 ~ 5" (Oh% ~ f" (O

och antar att den varierar inte sa mycket for x € I,;. Detta betyder att felet per intervallet ar
ungefar

Xog+2h Xo+2h Xo+2h

leos| = f [F () — sGoldx| ~ f Fr R x| ~ 1F" (O3 f dx ~ |f" ()| h*

Xo
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Summerar vi 6ver alla sddana fel
n nr 4 nr 3
le| =~ §|601 | ~nlf""()|h* ~ |f""(c)|Inhh

och da anvander vi att (b — a) = hn som ger

el ~ 1f"" ()b — a)h®

Men, som sagt, boken sager annorlunda: Boken sager att

el ~ 1f"" ()] (b — a)h*

eller narmare sagt boken sager exakt sa har

Error estimate for Simpson’s Rule

If f has a continuous fourth derivative on the interval [a, b], satisfying
| f®)(x)| < K there, then

- K(b—a) n — K(b —a)®
- 180 180n4

]

/ " fwydx— S,

where h = (b —a)/n.

Varifran kommer skillnaden? Varifran kommer den fjarde derivatan och den fjarde potensen av h?
Vad ar fel med var utrdkning? Hur kan vi harleda formeln i boken? Tyvarr, ADMAS kan inte hjalpa
0ss:

”Obtaining an error estimate for Simpson’s Rule is more difficult than for the Trapezoid Rule. We state the
appropriate estimate in the following theorem, but we do not attempt any proof. Proofs can be found in
textbooks on numerical analysis.”

Vi maste grava oss fram pa egen maskin. Den forsta fragan ar: ar det nagonting fel med utrakningen
ovan? Svar: nej. Problemet ar bara att jag inte tog hansyn till att intervallet som anvands for att
konstruera den kubiska approximationen i Simpson ar symmetrisk. Om man anvander symmetrisk
intervall da far man en potens “gratis”. Som ADAMS sager, utrdkningen ar ganska kranglig sa jag
valde ett bevis som &r ganska begriplig, dock man far lite storre uppskattning av felet, ndrmare sagt
beviset som jag kommer att visa er reproducerar inte 180 i ndmnaren. Det viktiga ar att vi kommer
att visa varifran potensen h* kommer.

Vi anvander Taylorutvecklingen av funktionen kring mitt punkten och sedan istallet for att integrera
f (x) integrerar vi Taylor polynomet:

1 1 1
FG) = FGa) + F/Ge) (e =x) +5 £ )G = 1) + 3 f 7/ Ge) (e = 1) + 77 () (e = )
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med c¢; € [xg, X,]. Nu integrerar vi Taylor polynomet

X2

4 1 1
[ Fed = [ £+ F/GG = m)+ 3 £/ 6 = 1) + 57 G - 20)°

X0

1 " 4
/e 6 - x)* dx

och delar integralen i bitar

X Xy Xy L X
[ redx= e [ vt /e [ G-mdr e 576 [ G- x)an

Xo Xo

1 T T
g0 [ - w7 [ Go-x)ax
Xo Xo

Notera ett viktigt steg har. Vi har faktisk tillatit att termen """ (c;) och drog den utanfér integralen.
Det far vi inte gor for c1 beror pa x. Men, vi kan anvanda medelvardesatsen for integraler att skriva

X2

X
1 T 7
Ef””(cl)(x _ x1)4dx — Zf:uu(cl) J (X _ x1)4dx
X0 ' . X0
dar aterigen €7 € Iy4.

Alla integraler 6ver x ar ganska enkla att rakna. Det ar bara att anvand variabel byte u = x — x;.

X2 h
de= Jdu=u|'lh=(h—(—h))=2h
X0 —-h
X2 h
f(x—xl)dx= fudu= 0
Xo -h
X2 h h3
f (x —x;)%dx = fuzdu = 2?
Xo -h

X2 h

J (x —x;)3dx = Ju3du =0
Xo -h
X2

h
f (x —x)*dx = fu‘*du =2
“h

Xo

h5
5

Nu kan vi pussla allt ihop
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ff( Yx = F)Zh 4 F1(6) -0+ 2 7 () SRS 4o f () - 0+ — F7(c) - = b
x)ex =7t X1 2/ Y3 31/ W™ nl g

h3 hS
= 2hf () + 1) + g5 /" (e)

Notera att i ekvationen ovan det finns massa termer som
forsvann! Det ar precis pa grund av symmetri som vi
diskuterade tidigare. Det ar den forsta exempel pa hur
symmetri slar till.

Det finns en klassisk trick inom den numeriska matematiken hur man kan approximera andra
derivatan.

1 1 1
FGer+ 1) = FOr) + £/ Geh +5 7 Gedh? + 7 (eh® + 2 £ ()t

1 1 1

flxy = h) = f(x1) = f(xDh + Ef”(xﬂhz - if”’(xl)h3 + af””(Cg)h4

Rakna kombinationen
1

fOq +h)+ f(xg —h) = 2f(x)) + ' (x)h* + o (f""(c2) + f"" (c3))h*

da ser vi att
1 1
£ = 23| FO) + FGx) = 2 Ger) = 1 (77 () + £ (et

Vi kan kombinera f""""(c;) + """ (c3) som vi skriver som 2f """ (c,3) = f"""(c3) + f""""(c3). Man
kan fundera intuitiv kring f"""' (c;3) som genomsnittet av f'"'(c,) och f"""'(c3). En smula kortare

kan vi skriva
12 1 2 nrr 4
F1(00) = 23 |G + F0) = 2 (o) = " ()b
ochfrén£=i=i=iharvi
41 432 3 12

1 h?
f7Ge) =15 [f G + (o) = 2f ()] = 15 f7" (c23)

Notera att i ekvationen ovan termer med f "' (x;) férsvann! Det
ar precis pa grund av symmetri som vi diskuterade tidigare. Det
ar den andra exempel pa hur symmetri slar till.

Om vi anvander formel ovan i den sista ekvationen for S far vi
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3 2

h hd (1 h hS
| redx = anpee) + 5 (W [ G + f0) = 2f ()] — 1= ””(C23)> 427

och nar vi stadar alla faktorer och omgrupperar termer

i h hs hs
[ rGodx = 207G + 317 ) + o) = 27 )] = 2 17 ) + 55 17" (e0)
Vi omgrujg)perar en smula och far
jz d _ﬁ[ ( + ( +6 _2 ( )] _h_5 mnrr )+h_5 I”I(
fl)dx = 3 f(x2) + f(xo) f(x1) [ 36f (€23 60f c1)

Om fjarde derivatan kan begrdnsas med ett K da har vi

1 1)_2Kh5

< Kh® (_ _
- 6+60 45

h5
< _%f””(cm) 3

h nrr h rrr
—f (623)+Ef (c1)

5 5
‘_36

R ity
+ +_ mnrr C1
‘ 60’

Antligen ser vi att

2Kh®
45

X2 h
[ reodx =3 17Ge) + ) + 46| <

och viktig ar villkoret
"l < K

Notera att % [f (x2) + f(x0) + 4f (x1)] = Sy, 1) ar precis formel for Simpson regel ndr man
tillampar den pa den forsta par att intervaller. Alltsa vi har visat att

Kh®
45

[ Fedx— st <

och det férklarar O(h*) beteende.

n2Kh®> Knh® K(b—a)h*
2 45 45 45

b
jf(x)dx—S <

Reduceringen nh® = (b — a)h* ar latt att forstd, men varifran kommer faktorn % ifran? Notera att
Sn=SUy, 1) +SUy L)+ +SUu_1, 1) hargtermer (inte n termer). Pa samma sétt har

b (X2 X4 Xn o 2 o
J, fe)dx = fxo fx)dx + fxz fx)dx + -+ fxn—z f (x)dx ocksé - termer. Notera ocksa att
faktorn 1/45 &r alltfor pessimistisk.
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Ar Trapez regel bittre eller dr det Simpson regel som &r bittre? Satserna ovan visar att det dr
Simpson regel att foredra. Trapez och Simpson regel behover vi lika manga punkter, sa Simpson ar
vinnaren. Dock Simpson kan vara lite dyrare nar det kommer till datorresurser fér man maste halla
pa med bokféring av termer med hansyn till om deras index ar jamn eller udda. Ocks3, vi maste vara
sdkra att vi har jamnt antal intervaller fér Simpson. Det finns en grej till. Termen som beskriver fel

beror pa andra derivatan av f(x) for Trapez regel och den fjarde derivatan fér Simpson regel. Det
kan handa att Trapez vinner pa grund av det.
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