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1. Bestam en ekvation for tangentplanet till
ytan x?z — 2xy — y? + z = 0 i punkten (0,—1,1) (2p)

Lésning: bildaw = x%z — 2xy — y? + z s4 att ytan blir en nivéyta.

Eftersom Vw = (2xz — 2y, —2x — 2y,x? + 1) = (2,2,1) i den aktuella punkten blir
tangentplanet: 2x +2(y+1)+z—-1=0

2. Bestam storsta och minsta varde till funktionen f(x,y) = x + 2y pa
kurvan x2 +4y% =8 (3p)

Losning: om vi betraktar kurvan som ett bivillkor (omradet ar kompakt) skall vi leta

efter punkter dar

1 2
X 4y| =0, dvs x = 2y.

Tillsammans med kurvans ekvation far vi
punkterna +(2,1), sa stérsta och minsta varde ar 4 respektive -4.

dxdy
1+y4

3. Berakna dubbelintegralen [f dar omradet D beskrivs

0<x<8

nom att kasta om
i/}SySde a ao

av olikheterna {
integrationsordningen. (4p)

Lésning: en ny beskrivning blir { som gor att dubbelintegralen

inr=f2 v dy=ln17

0 1+y+ 4



4. Berdkna kurvintegralen fy Fdr dar
F = (2xy + z2,x2, 2xz + 7 cos(nz))

x = tsin(”?t)
och y ar kurvan y= t2+1 ,0<5t<1 (4p)

z = t3

Lésning: F r konservativt med potential U(x,y, z) = yx? + xz? + sin(nz)

Alltsa ar [ Fdr = U(1,2,1) - U(0,1,0) = 3

5. Berékna dubbelintegralen [f sin(x +y) cos(x —y) dxdy dar

D &r omradet innanfor kurvan |x| + |y| =1 (5p)

s=x+y

t=x—y och far en ny dubbelintegral,

Lésning: vi byter variabler, {

. 1 . o
JJ-1sss1sins cost - dsdt = 0 eftersom sinus &r udda.
—1<t<1

(Funktionaldeterminanten blir = %)

6. Om sy, Sy, ... S, ar positiva tal definierar man det aritmetiska

S1+Sy+e+sy

medelvardet A = och det geometriska

1
G=(5"Sy" . "Sp)n

Visa olikheten A > G da n = 3 genom att bestamma det
stdrsta vardet av uttrycket x2y?z? pd sfiren x2 + y2 + z2 = r2, (6p)

Losning: Sfaren utgor ett kompakt omrade sa vi soker punkter med parallella
gradienter. Satt f = x2y%z% och h = x? + y? + z2



Vi far da systemet
xy?z? = Ax
x%yz? = Ly (tillsammans med sfiren). Om ndgon av variablerna &r =0 blir f = 0
x%y?lz =2z

som ar ett uppenbart minimum. Vi kan alltsa anta att xyz # 0. Genom till exempel

2
. . o . qe ° r
ledvis division far vi d& x2 = y? = z? som alla maste vara = Y

2\ 3
Alltsa galler x2y?2z2 < (T—)

2,052, ,2\3
=) = (%) vilket ar den efterfragade olikheten.

Bestam flédet av faltet F = (y2 + xz,x3 + yz,z3 — z? + 1) ner genom
ytan x2+y2+22=4,2>0 (6p)

Losning: vi lagger till en yta L sa att vi kan anvanda divergenssatsen. Om L
arx? 4+ y? <4, z =0 blir”L+Y”, dar Y &r den givna halvsfiren, en sluten yta

och [f,,, F+NdS = [[[. divFdV = [[[. 3zdV darE &r halvklotet innanfor L+Y
och normalen pekar utat.

Med rymdpoléra koordinater: [[f. 3z?dV = [[f osrs2 37* cos® § sin 6 drdfde =
0<6<"
05(p<227't

= MT" eftersom f3C0$29$in9d9 o cos?

P&LarN = (0,0,—1) sdF-N = —1 (eftersomz = 0paL)och [[ F-NdS=—4m

Vifarnu ff, F-NdS = 2%+ 4 = 2%,

. . o . o rpa o . 84
Detta ar flode uppat genom sfaren sa flode nerat blir = — Tﬂ

Berdkna kurvintegralen fC (y + sin(x?))dx + (2x + e¥)dy

dar Carkurvan x = 1 — y? genomlépt frén
punkten (0,1) till punkten (0,—1) (6p)

Losning: vi lagger till K, linjestycket fran (0,1) och (0,-1) sa att vi far en sluten positivt
orienterad kurva "K-C”. Greens formel ger da (med naturliga beteckningar)

Je_cPdx +Qdy = [[, 2 — 1dxdy dar D ar omrédet innanfér den slutna kurvan.
JI, dxdy = f_ll(l —y*)dy =4/3 och [ Pdx+Qdy = fl_l eYdy = é —e

Vi far f—c Pdx + Qdy = g — i + e sa med rétt orientering blir

J. de+Qdy=§—e—4/3



9.

10.

Lat a och b vara positiva tal och max(x, y) vara det storsta av talen x och y.

Berakna dubbelintegralen [f emax(b*x%a*y?) dxdy ddr D &r

,dt{OSxSa
omrade 0<y<b

Ledning: dela upp omrddet D pd Idmpligt séitt (7p)

Losning: Videlar upp D i tva delomrdden S och T dar S ar delen under linjen y = %x

D blir [f, emax(b?x*a%y®) gy dy = JI; e?*** dxdy + JI; e?’ Y’ dxdy

0< < 2,2 b 2,2
Eftersom S kan beskrivas:{ =Y=T blir JI; eP* dxdy = foa—xeb “dx =
0<x<a *
2

1 2 . . o . ° .
=0 et b — 1). Integralen dver T berdknas pa samma satt och far samma varde.

Svaret blir HD emaX(bzxz'azyz)dxdy _ ﬁ(eazbz _ 1)

Bestdm, om sadana finns, stérsta och minsta varde
till f(x,y) = 6xye~2*¥+3%) j forsta kvadranten,
alltsd omradetx >0, y = 0. (7p)

Losning: Omradet ar inte kompakt men eftersom f > 0 ser vi direkt att f(0,0) = 0
ar minsta varde. For att bestamma storsta varde drar vi en linje 2x + 3y = C i forsta
kvadranten fér ndgot stort C och konstaterar att pa den linjen r f < 6C2%e~¢ som
gar mot 0 da C gar mot odndligheten. Om vi darfor hittar ett storsta varde till f pa
det kompakta omradet x > 0,y > 0, 2x + 3y < C kommer det ocksa att vara
storsta varde pa hela forsta kvadranten eftersom vi kan fa f godtyckligt nara 0 bara
vi vdljer C tillrackligt stort. f = 0 pa axlarna sa det racker att bestamma stationdra
punkter: fy = 6ye™**3¥(1 — 2x) och f; = 6xe”**73Y(1 — 3y)

o . . . 11 —
Alltsa ar storsta varde f (5’5) =e?



