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Tentamentsskrivning i Transformer och differentialekvationer MVE100

Tentamen bestar av 6 fragor om sammanlagt 50 poéng. Preliminédra betygs-

granser ar satta till:
betyg “3”: 20 till 29.5 poéng
betyg “4”: 30 till 39.5 poang
betyg “5”: 40 eller fler podng.

OBS! Alla 16sningar skall vara vél redovisade och motiverade. Talen &r ej ord-

nade efter svarighetsgrad

At

1. Berdkna e** om

(a)

5 -3
A=11 1
(b)
.
A= 5

Losning

(a) Den karakteristiska ekvationen ar

det(A—M)=(B-N1-XN)+3=X-6A+8=(A—2)(\A—4).

(4p)

Det enklaste dr att anvinda Cayley-Hamiltons sats som ger att

A

dar ag, a; bestdms av sambanden

et = ag + 4oy
e?t = ap + 201
sa att
ay = 262t _ e4t
oAt _ g2t
o] = 3
och till slut blir da
PAt _ (262t 4t)I i et ; €2tA
1] 4e?t—2eM 0 1
9210 4e2t — et | T 2
1 36425 e225 36225 36425
= 5 [ et _ o2t 3e2t _ it }

e =agl + a1 A,
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(b) Den karakteristiska ekvationen ar
det(A— A =(1-XN)5-N)+4=X2—-6A+9=(\—3)%
Da A1 = Ay = 3 anvénder vi Cayley-Hamiltons "med derivata”, dvs
3t

e’ = ag + 31

och
tedt = aq.

Vi far att
ap = (1 —3t)e*.

Vidare blir da
et = (1 —3t)e3 + te3t A
—(1-31) { S } +t{ Tk, ] = { @2 gfi e |
2. Betrakta foljande ekvation for ¢ > 0,
§(t) +39(t) + 2y(t) = u(d),
med begynnelsevillkoren y(0) = y(0) = 0.

(a) Hitta overforingsfunktionen och impulssvaret. Ar systemet stabilt?

(4p)
(b) Lés ekvationen med hjilp av Laplace-transform om u(t) = sin(v/3t).
OBS! En faltningsrepresentation ar ej tillracklig. (6p)
L&sning;:

(a) Med hjilp av begynnelsevillkoren ser vi att
L>§()+3y(t)+2y(t)) = s2Y (5)+35Y (5)+2Y (s) = Y (5)(s°+35+2) = Y (s)(s4+1)(542)
och vi vet att £(5(t)) = 1. Overforingsfunktionen blir dérfor

1 1
$24+35+2  (s+1)(s+2)

G(s) =

Da polerna ligger i vanstra halvplanet ar systemet stabilt.
Impulssvaret blir enligt tabell

o) = L0 = £ (- iy ) et e
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(b) Enligt tabell ar
V3

L(sin(v/3t)) = 213

medans aterigen
L) +39(t)+2y (1)) = s*Y (5)+35Y (5)+2Y (s) = Y (5)(s*+35+2) = Y (s)(s+1)(54+2)
dér vi har anvant begynnelsevillkoren. Vi far da att

V3 1 VB 1 1
(8)_82—1—3(54—1)(3—1—2) 5243 (s+1_s+2>'

Vidare ar
V3 1 As+B C

s24+3s+1  s243 +5+1
och identifiering ger A = —B = —C = —+/3/4 sa att
V3 1 _\/§<—s+1 1)

2+3s+1 4 \s2+3 +s+1

och pa liknande sétt blir

RN TS N

$2+3s+2 T

Vi far da att

LY (s))
- (S (3 ) L (B )
1

\/g _ S 1 \/g \[
e (w) e 82+3>+4 1)

\/3 1 s 2 1 \/§ \f

T <s2+3)7£ <32+3> i <s+2)
:—ﬁcos(\/gt) 7§1n(ft) f ot i (ft)——s n(V3t) — ‘? 2t
:_3;—[ cos(\[t)—*sm(\[t) \[ e éeim'

3. Lat f(t) = t? och 14t sedan

- f(t) om —1<t<1
o(t) = { ft+2)=f(t) for alla andra t.

Notera att ¢(t) dr den periodiska utvidgningen av f(¢) fran [—1, 1] till hela
R. Bestdm Fourierserien till f(¢). (8p)
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Losning: Vi har att

00 o
E Ckejkwgt — E Ckejlwrt

k=—oc0 k=—0c0

da wy = 27 /T = 7. Vidare &r

1 [t , 1 0 ‘ 1 [t ,
cr = 7/ t2eIkmtgr = Z / 2=kt g 4 7/ t2e— Ikt gt
2 —1 2 —1 2 0

1 . ‘ 1
= f/ t? (e 9k 4 eIF) dt:/ t% cos(kmt)dt
2 Jo 0
2sin(krt)]t 2 [}
= [sm(w)} — — | tsin(knt)dt
km o kmJo
o 2 ([ —tcos(knt) ! N /1 cos(kmt) a) = 2cos(km)  2(—1)F
B km km o Jo km  k2m2 k22
om k # 0. Om k = 0 far vi
1 /1 o1 {tT b
co== [ Ldt==|=| ==z
2/, 23], 3
Vi far alltsa att
Z jk}ﬂ't
k40
-1 i e]’”t + eIk = 1 i cos(kmt).
3 3 "
k= k=1
4. Betrakta virmeledningsekvationen i en stav av langd 1: (8p)

w(z, t) = kull (z,t)

dér k &r en konstant och x € [0,1]. Anvind Fouriers metod (dvs varia-
belseparation) for att bestimma den allménna l16sningen till denna PDE
om vi har randvillkoren

w(0,t) = ul(1,t) =0

och begynnelsevillkoret

u(z,0) = f(x)
Losning: Vi ansétter u(x,t) = X (2)T(¢) och far

X"(x)  1T'(1)
X(z)  kT()

X(2)T'(t) = kX" (2)T(t) < =
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sa att
(X-ODE): X" (z) = -2 X (x)

med randvillkoren X (0) = X’(1) = 0 och
(T-ODE): T'(t) = —AKT'(t).

Vi borjar med att 16sa X — ODE'n :
Fall 1: (A < 0) Vi har att losningen till X — ODE blir

X(z) = CreV = 4 Cpe= VA2,

Randvillkoren ger X(0) = C; + Cy = 0 och X'(1) = Civ/—XeV> —
\/—)\Cge_\/j‘ = 0 vilket ger C'; — Cy = 0. Sammantaget far vi C; = Cs =
0 och inga l6sningar finns.

Fall 2: (A = 0) Vifar att X («) = Ci2+Cs. Randvillkor ger X (0) = C2 =0
och X'(1) = C; = 0. Aterigen finns inga 16sningar.

Fall 3: (A > 0) Den allménna lésningen blir
X (z) = Oy cos(VAx) + Cy sin(vVAx).
Om vi stoppar in randvillkoren far vi da
X0)=C1=0
och da X'(z) = Cov/Acos(v/Az) blir
X'(1) = CavV/ A cos(VA) = 0.

D& Co = 0 bara ger en trivial 16sning inser vi att vi méste ha v\ =
/2 4+ nw. Vi far att egenfunktionerna blir

Xn(x) = Csin ((g + nw) ac) .
Vi léser sedan T — ODE : n som nu ar 17"(t) = —A,kT'(t). Losningen ar

T, (t) = Cpe=

och sammantaget far vi da

u(zx,t) = i Xn(2)T,(t) = i Qup, sin (\/Ex) e Ankt,

Begynnelsevillkoret ger nu
f(z) =u(x,0) = Z O, sin (x/)\nx)
n=1

s& att vi valjer

_ U@,sin (Vi)
" lsin (VAsa) [P

Dvs «,, ar Fourierkoefficienterna.
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5. Hitta 6vre och undre begransningar till alla egenvérdena for foljande egen-
vérdesproblem: (8p)

—D[(2z + 1)/ (2)] = Ma? + 2)u(z) pa = € [0,1],

med randvillkoren

u'(0)=0

u'(1)=0
Losning: Vi har tva uppskattingar som ger oss tva problem. Uppskatt-
ningarna ges av 1 = p; < p(x) < ps =3 och 2 = ws < w(z) <w; =3
Problem 1: Vi har

—D[u/(z)] = —u"(z) = 3A\u(x)

vilket ger 16sningen u(z) = Cy cos(v3Ax) + Casin(v3Az) si att u/(x) =
—C1V3Asin(v3Az) + C2v 3\ cos(v3Ax). Randvillkoren ger oss

u'(0) = CavV3\ =0,
s& att Cy = 0. Vidare har vi att

u'(1) = —C1V3Asin(V3\) =0,

2

sd att v3\ = nw fran vilket vi far )\%1) = "ZT’T

Problem 2: Nu far vi
—D[3u/(z)] = —3u"(z) = 2 u(x)

vilket ger 16sningen u(x) = C4cos(y/2)\/3x) + Cosin(y/2)/3z) sd att
u'(z) = —C14/2A/3sin(y/2)/3x) + C24/2)/3 cos(y/2)/3x). Randvillko-

ren ger oss
W' (0) = Ca/2X/3 = 0,

s& att Cy = 0. Vidare har vi att
u' (1) = —C14/2)/3sin(y/2)1/3) = 0,

s att 1/2)\/3 = nr fran vilket vi far )\%2) = #
Sammantaget far vi da uppskattningarna
2,2 3712 2

n-m v
<\ <
3 — "= 2

6. Betrakta systemet (8p)

4f1(t) + xl(t) + xg(t) =0
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(a) Skriv om detta pa “diagonal” form och bestdm diagonalmatrisen.
(b) Anvénd svaret i (a) {or att hitta x1(¢t) och xo(t) om

x(())(g) och)'c(O)((l)).

(a) Vi skriver forst systemet som

N

och ansétter koordinatbytet x = Py dér kolonnerna till P bestar av
egenvektorer till det generaliserade egenviirdesproblemet (B—AA)v =
0, vilket vi nu l6ser.

Till att borja med har vi

1—4X 1
1-X2 =X

L&sning:

det(B—)\A):’ ’:—)\(1—4/\)—(1—)\)=4/\2—1:0

vilket ger A\; = 1/2 och Ay = —1/2. Vi letar nu upp egenvektorerna
Vi

(B=MA)vy = ( 17; 71/; >v1 —0

1 . e
s att vi = < 1 ) . Pa liknande satt far vi

(B—AQA)V2:<§/2 }/2 )vzzu

1

—
|
W =

sd att vo = ( _; ) Déarmed blir P =

G (-3 -1\ _ (3 1
-1 1 )7 1)

Vi far da
AP§(t) + BPy(t) = 0,
sa att
y(t) + (AP)"'BPy(t) =0
Da
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(b) Losning av systemet
§(t) + Dy(t) = 0.

ger
y1(t) = Cy sin(t/v/2) + Co cos(t/V/2)
Yo (t) = Caet/V2 4 Cuet/V2,

Diarmed far vi att (da x(t) = Py(t))
21(t) = y1 () +ya(t) = C sin(t/v/2)+Cx cos(t/V2)+Csel/ V24 Cye V2
och att
22(t) = y1(£)—3ya(t) = Cy sin(t/V/2)+Cy cos(t/v/2)—3Cset/ V2—3C e~/ V2.
Om vi nu sétter in randvillkoren far vi att

C14+C3-C.
x(0) = < CZCE ;C(j:sjggj ) _ ( 8 ) och %(0) = < 01%?301 ) = ( (1) )

Ur det forsta ekvationsystemet far vi att Cy = 0 och att C3 = —C}.
Det andra systemet ger sedan att C; = 3/v/2,C3 = —1/(2v/2) och
Cy = 1/(2v/2). Dérmed far vi att

3 1 1
) = ——sin(t/V2) — ——el/VZ 4 —_t/V2
nlt) = 7 smlt/v2) = 55 S 5

och

3 . 3 3
xo(t) = \—ﬁsm(t/\@) + 2\—56”\@ - Q—ﬁe t/V2,



