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Tentamentsskrivning i Transformer och differentialekvationer MVE100

Tid: 16rdagen den 20 mars, 08:30-12:30
Examinatorer: Erik Broman.

Hjalpmedel: Allt

Tentamen bestar av 6 fragor om sammanlagt 50 podng. Preliminéra betygs-
granser ar satta till:

betyg “3”: 20 till 29.5 poéng

betyg “4”: 30 till 39.5 poang

betyg “5”: 40 eller fler podng.

OBS! Alla l6sningar skall vara vél redovisade och motiverade. Talen ar ej ord-
nade efter svarighetsgrad. Alla hjalpmedel ar tillatna, men ridkningar méste
redovisas och enbart hénvisning till berdkningsprogram ger avdrag om inget
annat explicit anges.

1. Betrakta foljande system av kopplade ODE:

&1+ 221 —x2 = f1(t)
To — 1 + 2xe = fo(t),

med begynnelsevillkoren z1(0) = 0 och z5(0) = 1.

(a) Lat f1(¢t) = fa(t) = 0. Skriv systemet pa formen & = Az och 16s
detta system av ekvationer med tillhérande begynnelsevillkor. (5p)

(b) Hur dndras detta resultat ifall istallet f1(t) = fo(t) =17
(3p)

Losning

(a) Vi kan skriva om systemet som

x.1=—2x1+x2 eller £ = Ax dar A = -2 1 .
Xro = T1 — 21‘2 1 -2

For att berikna e* anvinder vi sedan Cayley-Hamilton’s sats och
vi borjar med att berékna egenvérdena till A. Vi har att

—2-A 1

0=det(A— M) = 1 o

‘: (24+0)? =1 =AM +4\+3,

vilket har 16sningarna \; = —1 och Ao = —3. Vi har sedan att

et = ol + aq A,
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dar ag, a1 bestdms av sambanden

e t=ap—oy

e % = ag — 30.

Inséttning av den forsta ekvationen i den andra ger

—3t —t —t 2 et —e

e =oap+e " —3a1 =€ —2alsaatta1=f,

vilket ger
Se—t _ e—3t
oy = ap + et =
2
Till slut blir da
3e—t _ o3t e—t _ o3t
At

c 2 T

B 1 3e—t _ e—3t 0 N 1 _Q(e—t _ 6—315) e—t _ e—3t

- 2 O 3e—t _ e—3t 2 e—t _ e—St _2(6—t _ e—3t)

e—t _ e—3t e—t + e—St

1 [ et 4 o3t ot _ o3t ]
)

Var 16sning ar nu helt enkelt
2 1 et 4 e 3t ot _ =3t 0] 1 et _ o3t
To - 0= 9| et — e 3t ot 3t 1] 79| etgedt |-
(b) For ett nollskilt hogerled &r 16sningen

t
z(t) = et +/ e A £ (s)ds.
0

s 1 e—(t—s) + e—3(t—s) e—(t—s) _ e—3(t—s) 1 es—t
s | I

9 e—(t—s) _ e—3(t—s) e—(t—s) 4 e—S(t—s) e
Vidare ar
¢ ¢
/ e*lds = eft/ efds=etef]) =e el —1)=1—¢"
0 0
sé att

¢
x(t) = ettay + / =94 £ (s)ds
0

B 1 e—t _ €—3t 1— e—t B 1 _e—t _ 6—3t + 2

T 2| et4e 8 + l—et |7 2| —et4eB3t4+2 |-
2. Betrakta foljande ekvation for ¢ > 0,

Y(t) = 24(t) + y(t) = u(t),

med begynnelsevillkoren y(0) = y(0) = §(0) = 0.
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(a) Hitta dverforingsfunktionen och impulssvaret. Ar systemet stabilt?
(4p)

(b) Bestam en faltningsrepresentation fér den allmédnna 13sningen och
anviand denna for att 16sa ekvationen om

u(t) =46(t—1)
(4p)
Lo6sning:
(a) Med hjilp av begynnelsevillkoren ser vi att
LOY(t) =24 +5(t) + 2y(t))
= 5%V (s) — 28°Y (s) + sY () = Y (s)(s> — 25% + 5).
och vi vet att £(5(t)) = 1. Overforingsfunktionen blir dérfor
1 1 1 1 1
G(s) = — = - .
() s3—2s2+s s(s—1)2 s sfl+(sfl)2
Den sista likheten kan vi se genom enkel rikning:
11,
s s—=1 (s=1)
C(s—1)?—s(s—1)+s s*—2s+1—s+s+s 1
B s(s —1)2 B s(s —1)2 - os(s—1)2

Polerna &r s; = 0,55 = 1 och s3 = 1. D4 dessa inte ligger i vénstra
halvplanet ar systemet instabilt.
Impulssvaret blir enligt tabell

(alternativt g(t) = (1 —e' + te')H(t)).

(b) Enligt faltningsformeln har vi att den allménna 19sningen ges av

} = 1—el+te! for ¢t >0

o0 = (gu)o) = | " gryult —)dr

_ /jo (1— e + re" ) H(T)u(t — 7)dr — /000(1 — e 4 reult — 7)dr.

Vi anvénder sedan att u(t — 7) = §(t — 7 — 1) och observerar att
impulsen ligger vid 7 =¢ — 1. Om t < 1 s& kommer inte denna med
och vi far da utsignalen

x(t) = /000(1 —e"+71e")o(t — 17— 1)dr

o0 for0 <t <1
Tl -ttt (t—1ett =1 —2et ftetmt fort > 1.
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Alternativt kan man skriva detta som
z(t)= (1—2e""" +te" ") H(t - 1).

3. Lat f(t) = eIt och lat sedan

o) = L 1) om —1<t<1
ft+2)=f(t) for alla andra t.
Notera att ¢(t) &r den periodiska utvidgningen av f(t) fran [—1, 1] till hela
R.
(a) Bestdm Fourierserien till ¢(¢). (5p)

(b) Visa att

-1

1 = 1—e¢
— =1-¢! 92— (1)L
/e e+ 2 e ()

=1
(3p)

Losning: Vi har att

da wy = 27 /T = 7. Vidare &r

1 1 . 1 0 ) 1 )
L = f/ e~ tle=kmt gy — / ete Pt qt +/ e te Ikt gy
2 1 2 -1 0

Y. 1 .
- (/ e(1—dkm)t 14 +/ e—(1+1k7f)tdt>
2 0
1 e(l ka)t e~ (tikmt 71
:2< 11— jkm 1+[—(1+J'k77)}0>
1 ( — eikm—1 e_l_jk” — 1) 1 (1 —e 1(-DF 1 —e_l(—l)k)
2\ 1-—jkrm —(1+ jkm) 2 1— jkm 1+ jkm
1 ( (14 jkm)(1 — e Y (=1)F) + (1 — jkm)(1 - el(—l)k)>
2 1+ k272
_l—eT(=DF
1+k27T2 ’

for alla k € Z. Vi far alltsd att

) ~ Z ﬂeﬂmt —1—el4 ing(_l)k cos(knt).

2.2 2.2
W 1+ k2n P 1+ k2n
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(b) Vi ser att t = 1/2 &r en kontinuitetspunkt och darmed har vi att

L i o1 1—e H(=1)* (km
N +Z? e O\
1—e Y(-1)* kw
_ -1
=1—e "+ g 22— T 22 Cos(2>

]amna

-1 1—e'(-1)*
=1l-e +Z? T+ (@)% cos (Im)

—1
— -1 z : 1—e l
=1

4. Betrakta egenvérdesproblemet
—y"(z) = dey(x) for 0 <z < 1
med randvérdena y(0) = y'(0) = 0 och ¢'(1) = 1.

(a) Genomfor ett iterationssteg for detta problem i syfte att hitta en
approximativ egenfunktion motsvarande det minsta egenvérdet. (4p)

(b) Anvénd ditt svar i (a) och Rayleigh-kvoten for att berdkna en ap-
proximation till det minsta egenvérdet A;.
OBS: I deluppgift b far man anvinda berikningsprogram
for att berdkna virdet pa integraler utan avdrag. (4p)

L&sning;:
(a) Vi borjar med att anséitta ett andragradspolynom
ug(z) = cox® + c12 + co sa att uh(z) = 2coz + c1.
Randyvillkoren ger sedan att
up(0) =co =0, u,(0) =c1 =0 och uy(l) =2ce =1

s& att ug(z) = % Vi berdknar sedan u; () frén sambandet

2 3
" T £

—uy’(x) = zup(x) = T =

och far

6 6

x i x
up(x) = ~ %10 + dox® + dyx + dy sh att u)(z) = ~10 + 2dox + d;.
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Randvillkoren ger sedan 0 = wug(0) = dy, 0 = u}(0) = d; samt

uj(1) = —4—10 + 2dy = 1 vilket ger dy = %. Dérfor blir

28 + 4122
240 80 °

u(z) =
Om man istéllet ansétter
vo(z) = 23 + cpx? + cr12 4 ¢o sd att vh(2) = 322 + 202 + ¢

sé far man 0 = vo(0) = ¢p och 0 = v{(0) = ¢; s& att 1 = v{(1) =
3+ 2¢y s& att co = —1. Darfor blir

vo(z) = 2° — 2.

Till nésta steg har vi

1"

v, (x) = —zvo(z) = —x* + 23
sa att
v (m)——x—7+x—6+d 2 +dyx +d
YT 910 T120 TR e
som innan blir dy = d; = 0 och
7 6
1=v|(1) = —— + — +2d
) = =575 1 2
sd att dy = %%. Daéarfor blir
x’ 28 5922

n#) =-55% 190+ 10

Vi skall sedan berdkna Rayleigh-kvoten med wu; och far da att

(Bup,ur) _ (=uf’,ua)

(Aur,wi) — (wug,ug)

R(uy) =
Sedan har vi att

1
(—uy’,ur) = (wug,u1) :/0 zuo(z)u (z)dz

_/1333<_x6+41x2>dx——/1x9dw+/l4lx5dx

o 2\ 240 © 80 o 480 o 160
1 44 17

~4800 T 960 — 400’

och vidare ar

1 1 6 4122\ 43697
(xuy,uy) /0 x(uy () de o T\ 7210 + 80 © = 1008000

Vi far darfor att

Rluy) (—ul’,uy) 17 1008000 42840
YT rug,ug) 400 43697 43697

~ 0.9804
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Om man istéllet anvinder vg, v1 s& far man
R(v1) ~ —0.2887.

Hur kan detta funka? Problemet &r att vi aldrig bryr oss om att kolla ifall
problemet &r sjidlvadjungerat och totaldefinit! Vi borde dérfor inte anvinda
metoden alls. Detta spelar dock inte nagon roll for sjélva rdkningarna vi
gor.

5. Los ekvationen
2
Uty = C Ugy

med randvillkoren u(0,t) = 0, u(m,t) = 0 och med begynnelsevillkoren
u(z,0) = 1 och us(z,0) = 0. (Observera att omradet &r [0, 7] och att
bivillkoren innehéaller derivator!) (8p)

OBS: I denna uppgift far man anvinda berdkningsprogram for
att berdkna alla integraler som dyker upp nir koefficienter skall
bestdmmas.

Loésning: Vi ansétter u(z,t) = X (x)T'(t) och far att

X// (x) T/I (t)
X(2)T"(t) = X" (x)T(t) sa att = = -\
@) = X" (@)T(0) sh att ) = ey = -0

vilket ger oss X-ODE X" (x) = —AX (z) med randvillkoren X (0) = 0 och
X'(7) = 0. T-ODEn blir T"(t) = —A\2T(t).
Vi kan antingen dela upp i tre fall eller ocksa anviander vi teorin om Sturm-
Liouville problem. Vi anvénder den senare metoden av dessa och oberverar
darfor foljande:

Vi har ett Sturm-Liouville problem med p(xz) = 1, g(z) = 0 och
w(z) = 1. Vidare dr (med beteckningar fran foreldsning alt héftet)
alz()ochbgz().

Teori ger oss da att alla egenvirdena &r positiva. For A > 0 har vi sedan
att X" (x) = —AX(x) loses av

X (z) = e1 sin(VAz) + ca cos(VAz)

sa att

X'(z) = eiVAcos(VAT) — eaVAsin(VAz).

Det forsta randvillkoret ger att 0 = X (0) = co och det andra ger att
0 = X'(1) = e1v/Xcos(v/Ar) vilket ger att

2
\/)\nw:2n_17rséatt)\n: 2n —1
2 2

for n = 1,2,.... Vi betraktar sedan ODE™n T/ (t) = —\,,c*T(t) som har
16sningen

T,.(t) = ap sin(ey/ Apt) + by, cos(cy/ Ant).
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Vi sédtter samman detta och far
Up(2,t) = X ()T, (t) = sin(y/ A x) (an sin(cy/ A\nt) + by, cos(c\/)\nt))

dér n =1,2,... Var allménna l6sning blir

u(z,t) = Z U (2, t) = Z sin(v/ A\nz) (an sin(ey/Ant) + by, cos(cy/ )\nt)) .
n=1 n=1

Vart forsta begynnelsevillkor ger oss

1=u(z,0) = Z by, sin(y/An )

sé& att
L Qen(pe) (e gt 4
C o ({sin(VAn), sin(vA,z)) foﬂ (sin (2";1m))2 dz /2 m(2n —1)

Vart andra begynnelsevillkor ger oss

0 =u(x,0) = Z(un)t(x,O) = Zsin(mx)anc Ans

n=1

s& att a, = 0. Vi far da till slut

o0 (o] 4 )
u(w,t) = nz::l Un(x,t) = ngl e — sin(v/ Anx) cos(ey/ Ant).
6. Bestdm Fouriertransformen av foljande funktioner med hjélp av bifogad
tabell:
(a) f(t) = cos(t) (H(t) — H(t —m)). (4p)
(b) g(t) = cos(t)  (H(t) — H(t —m)). (4p)

(¢) Anvind svaret i (b) for att berdkna cos(t) x (H(t) — H(t —w)) (2p)
Losning;:
(a) Vi skriver om f(t) sa att vi kan anviinda tabell. Vi har att
f(t) = cos(t)H(t) —cos(t)H (t — ) = cos(t)H (t) +cos(t —m)H (t — ),

dér vi anvénder den trigonometriska identiteten cos(t—m) = — cos(t).
Enligt tabell ar

Jw

Fleos(tH(®)} = m(3(w = 1) + 8w +1)) + 75—
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Vi har dessutom att F{f(t — 1)} = e 7“7 F(jw) s att

Fleos(t—m)H(t—m)} = e=9em <W(5(w —1) 6w+ 1) + - iﬂz) .

Sammantaget blir da
Jw
1—w?

Jw
— w2

F{ft)y =n(d(w—1)+6(w+1)) + +e7Iwm (w(é(w — 1)+ 6(w+1))+

=m(0(w—-1)+0w+1))+ 1

= (6w~ 1) + 6w+ 1)) + 20 + (w(é(w 1) = 6wt 1))+ edem Y
1 iwwz (14e799m).

(b) Enligt tabell s& ar
F{cos(t)} =m(0(w—1)+ 6(w+ 1)).

Vidare ar

FLH{)} = ﬁa(w)+jiw si att FLH({—7)) = e 9% (m8(w)+—) = 76(w)+

och darmed blir

FUI() — (- =
CH( o LT

Jw
Vi har darfor att

F{cos(t) x (H(t) — H(t —m)) = F{cos(t)} F{H(t) — H(t —m)}}
1—e-dwr 1—e ™7 1—el™

=m(0(w—1) +d(w+ 1))T =76 (w — Uf + 7w+ 1) =

_ il(a(w D)= S(w+1).

(c¢) Viser da att

cos(t)x(H(t)—H(t—m)) = F ! {?(6@1 —1)—0(w+ 1))} = 2sin(t),

enligt tabell.

1-—

+ (w(e‘jﬂé(w — 1) 45w+ 1)) f eI

w
w2
Jjw
1—w?

1—w2>



