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MVEO035, VT-18: BEVIS AV SATS 2.3.4 FOR GODTYCKLIGT neN

Sats. Lat f : R™ — R vara en differentierbar funktion av n variabler, f = f(z1, ...,%n), och

ldat g1, ...,gn : R = R vara differentierbara funktioner av den reella variabeln t. Da gdller att
sammansdattningen f(g1(t), ..., gn(t)) dr en differentierbar funktion av t och
d “ Of dg,
0.1 — @), oy gn@)) =) =—(g1(8), ..., gn(t £,
(0.1) dtf(gl( )s gn(t)) oz, (g91(2), ,9n(t)) dt

p=1
Bevis: Sitt
(0.2) F(t) = f(g1(t), - -, gn(t))
och lat ¢ € R. Vi méaste visa att F #r differentierbar i x = a, dvs att griansvirdet

- ~F
(0.3) jim F0 ) = Fla)
h=0 h

existerar, och att den #r lika med

T of dg,

/] / — — 5 , veoyOn A It .
(0.4) F'(a) ;(917,; (g1(a), ... gn(a)) o (a)
Per definition sa &r
(0.5) Fla+h)= flgr(a+h), ..., gn(a+ h)).
Eftersom varje g, &r differentierbar sa kan de alla linjériseras kring = = a, alltsa
(0.6) gp(a+h) =gpla) +h- %(a) + h-pp(h), dirVp, pp(h) — 0dah — 0.

dt
Sétt
(07) a = (gl (CL), e 1._(/71((1))7
d 1gn
(0.8) hi=h (%u (7‘;];“1)) + 1 (pa(h), -, pu(B)).
Da giller att
(0.9) F(a+h)— F(a) = f(a+h) - f(a).
Men [ ar differentierbar sa
(0.10) fla+h) - f(a)=h-Vf(a)+]|h] p(h), dirp(h)—>0dih—0.
Notera nu att
(0.11)
n n 0
, 0 d
h-Vf(a)=h- ; (91';,; (g1(a), ..., gn(a)) %(a) +h- Z; Z’)‘:z—:fp(g‘l (@), ...,gn(a)) pp(h)
och
n (]’q 2
(0.12) Il = 1hl- | 3 (200 + o)) -
p=1



Saledes ir

F(a + /I) — F((l) . = _(')l d(/]/
h - p=1 a.’);p (g1((.1.), ce ,.Cln(a/)) dt ( ) +
(013 ~ of () ‘JP ’
18) 4D g (1(a): - aon(a)) - pplh) + E () + () ) -

p=1

Forsta summan 1 HL av (0.13) dr oberoende av i och dverensstammer med HL av (0.4). Sa det
ricker att bevisa att de dvriga termerna i HL av (0.13) gar mot noll da A — 0.

Nir det giller den andra summan sa har vi redan konstaterat i (0.6) att p,(h) — 0da h — 0,
for varje p. Saledes gar summan mot noll, ty koefficienterna &r bara de partiella derivatorna till
f ien fixt punkt, alltsd dr konstanter.

Niér det géller den tredje termen s& kan vi konstatera att

i) |hl/h = £1,
ii) det &r Klart frén (0.8) att b — 0 d& h — 0 och séledes gar p(h) mot noll da h — 0, enligt
0.10),

n dyp

2
iii) eftersom p,(h) — 0 Vp sa gar summan mot det konstanta virdet \/szl (d—,(a)> .

(1)
(i
(
(ii

Séledes gar den tredje termen i HL av (0.13) mot noll ocksa da i — 0 och beviset &r klart.
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