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Dagens genomgang: 2.1e, 2.2b, 2.8¢, 2.9, extra

Uppgift 2.1e

Berdkna de partiella forstaderivatorna for funktionerna e)

flz,y) =In/a? 4+ 42 (1)

Losning
Variablerna &r z och y.

Den partiella forstaderivatan i z-led finnes genom att derivera m.a.p. x och tédnka pa y som en
konstant, dvs.

of 1 1 x

dr 22+ 2 2\/a® +y? z*+y
Den partiella forstaderivatan i y-led finnes genom att derivera m.a.p. y och ténka pa x som en
konstant, men av symmetriskél kan vi direkt séga att den &r

Ax_ Y B
oy 12 +y*
Om ni inte hdngde med pa symmetriskélet, kan ni forstas derivera f m.a.p. y liksom vi gjorde for
x och fa samma svar.

Uppgift 2.2b

0
Berékna %, k =1,2,3, for funktionerna (x = (z1, x2,x3)) b)
k
1/2
f(@) = || = (a7 + a5 +a3)"”. (4)
Losning

Variablerna ar alltsa x1, zo och x3.

Vi skulle kunna derivera m.a.p. en variabel i taget for resp. k, men i detta fall kan vi m.h.a.
symmetri gora en generell partiell derivering,

af 1 _ Tk
= (a4 ad) V2, = : (5)
Or, 271 72073 Vi + i+ a?
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Differentierbarhet

Definition: f &r en funktion av n variabler med definitionsméngd D och a &r en inre punkt i D.
Vi séger att f ér differentierbar i punkten a om det finns konstanter {A;}? ; och en funktion
p (h) sadana att

fla+h)—f(a)=A h+Ih|p(h) (6)
och
lim p (h) =0. (7)

Om f éar differentierbar i varje punkt a € D séger vi att f ar differentierbar.

Uppgift 2.8c

Visa genom direkt anvéindning av definitionen att f6ljande funktioner &r differentierbara i angivna
punkter: c)

flay)=e" i (2,2). (8)
L6sning
De partiella derivatorna av f ar
of _ of _
5e=h 5= )

Linjarisering kring (2,2) ger

f+h2+k)=f(2,2)+Nnf(2,2) + kfy(2,2) + Vh? + k2p(h, k)
QI _ 2 | 2 | e | T R p(h, k)
Ok — o6 4 heb 4 2ke® + Vh2 4+ k2p(h, k) (10)
hi2k _ 1 — (h + 2k
ol ) = - & (2 20)
N

Nu vill vi alltsa visa att braket gar mot noll da (h, k) — (0,0).

Lat oss sdtta ¢ = h + 2k. Da far vi att
1 —(h+2k) =€ —1—t=0(t") = O((h + 2k)*). (11)

Vi har alltsa att o(h 2k)2)
+
hok)y=e - ————"~2 50 da (h,k)—0, 12
plh. ) ) (h. ) (12)

vilket skulle bevisas.

Uppgift 9
Effektutvecklingen P i ett motstand med resistansen R ges av formeln
U2
P=_— 13
~ (13)

dédr U &r spanningen 6ver motstandet. Antag att U = 220V och R = 9. Uppskatta med hjalp
av differentierbarhet hur effekten dndras om U 6kas med 5V och R 6kas med 0.3 2.



Losning

Vi utnyttjar approximationen
oP oP 2U U?

Eftersom AU =5V och AR = 0.3 far vi att

2. 220 2202
APr == 5 "5 03~ 65W. (15)

Uppgift extra

Betrakta funktionen f : R? — R som ges av
3,4
o) = L oiagm (80) #(0,0)
0, (z,y)=1(0,0).
(i) Motivera att f faktiskt dr vildefinierad i hela R2.
(ii) Visa att riktningsderivatan till f i varje riktning &r noll i origo.

(iii) Visa att f inte &r kontinuerlig i origo.

Losning (i)

Det enda som skulle kunna gora detta brak odefinierat &r noll i nimnaren. Detta uppstar endast
da (z,y) = (0,0), eftersom ett reellt tal upphdjt med ett jamnt tal alltid & > 0, men just i det
fallet ar funktionen inte definierad av braket.

Lo6sning (ii)
Nu récker det inte att kolla partiella forstaderivatan i z- och y-led, ty da missar vi alla sneda
riktningar.

For alla riktningar, férutom den ldngs y-axeln, géller att y = cx dar ¢ r en konstant. Vi kan
alltsa parametrisera dessa enligt x = ¢,y = ct och berdkna derivatan i origo nér vi ndrmar oss
langs denna linje.

Avstandet fran origo till en punkt (¢, ct) pa denna linje &r
V(=002 4 (ct —0)2 = Vi2 + 22 = [t| V1 + 2 (17)
och derivatan i origo ldngs denna linje ges alltsa av
t,ct) — (0,0
00 =0 |t] /14 ¢?
t3cht
gy P Y
=0 |¢] 4 /1 + ¢2
cA?

) T cl6412
= +lim S —

t—=0 /1 + 2 =0

(18)

Derivatan ldngs y-axeln ges av grinsen

£(0,0) = 1im 200 = /(0.0)

t—0 t

(19)



Losning (iii)
For att f ska vara kontinuerlig i origo, maste f — f(0,0) = 0 lings alla kurvor till origo.

For att visa att f inte &dr kontinuerlig i origo, réacker det alltsa med att hitta en kurva till origo
dar f -» 0.

Lat oss folja kurvan y = /. Da far vi

o, V7) = xf+<f/§%)16 - % A (2,y) — (0,0). (20)
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