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1 Introduktion

Léasvecka ett i Flervariabelanalysen kan bland annat sammanfattas med dessa
punkter:

e Partiell derivata och gradient
e Differentierbarhet

e Tangentplan

e Klassen C och Clairauts sats
e Kedjeregeln

e Riktningsderivata

e Nivaytor

Storsta skillnaden fran foregaende ldsperioder dr att vi har gatt fran att
analysera funktioner av en variabel, till flera. Fran linjen R inkluderar vi nu
funktioner som tillhor godtyckligt R™, n > 1.

2 Partiell derivata

En viktig del av matematisk analys &r deriverbarhet/differentierbarhet av funk-
tioner. I fallet da funktionen endast har en variabel kan denna derivatan vara
enklare att berdkna, medan problem kan uppsta nér antalet variabler okar. I
envariabelanalys kan deriverbarhet bland annat beskrivas med foljande defini-
tion:

Lat f : R — R vara en funktion av en variabel. Funktionen f sdgs vara
deriverbar i punkten z = a om



e f &r definierad i en omgivning av x = a och

e griansvardet

lim
h—0

fla+h) - f(a)
h

existerar.

Denna formulering kan &ven skrivas som en forédndringshastighet, det vill
saga

I flera dimensioner finns dock flera ingangsvigar till en punkt, och dérmed
flera olika forandringshastigheter. Detta forsvarar berdkningen eftersom att des-
sa forandringshastigheter i allménhet inte &r likadana, och beror alltsa pa rikt-
ningen.

En aspekt av en funktion av hogre grads differentierbarhet dr att ga lings
en axel for att ndrma sig en punkt — det vill siga lata x eller y vara konstant i
fallet med tva variabler.

Ett exempel pa detta dr funktionen f(z,y) = 2 - y? + €3¥¥. D& blir den
partiella derivatan med avseende pa x

af N
D fo(z,y) = 62° -y + 3ye3*V, (1)
Den partiella derivatan med avseende pa y blir da
0
O fyla) = 2 -a® + 3oE. )

Man har samma tillvigagangssidtt nar man skall berdkna den partiella de-
rivatan av en funktion med fler variabler &n tva, da det endast &ar en variabel
som varieras och resterande halls konstanta.

Definitionen for partiell derivata lyder som féljande:

Lat f : R™ = R vara en funktion av n variabler, det vill siiga f(x1,za, ..., Zy).
Om funktionen &r definierad i en omgivning av a = (a1, ag, ..., a,), dir a € Dy
och griansvirdet

flar, a2, ..ya; + hy...;a,) — flag, ..., an)

lim

h—0 h
existerar, dr f deriverbar i punkten a med avseende pa z;. Dess partiella derivata
% ges da av grinsvirdet.

2.1 Gradient

Gradienten av en differentierbar funktion f : R®™ — R av n variabler bestar av
funktionens alla partiella derivator, och definieras som V f(x) : R™ — R™ dér

_of of of
Vf(w)i(a.l'l?a;tg’“,axn)' (3)
Gradienten i en punkt a € D(f) ges av Vf(a) = (agizll)’ 852(6‘:) s ngE:))




3 Differentierbarhet

Differentierbarhet &r ett begrepp som anvénds for att generalisera deriverbarhet
till flera dimensioner.

3.1 Alternativ form till deriverbarhet

Satt p(h) = M — f'(a) att f'(a) existerar < p(h) - 0da h — 0
Vi skriver om till

fla+h) = f(a) + f'(a) - h+h-p(h) (4)

dér p(h) - 0da h—0
Denna formel gar att applicera i en formel dir f : R? — R till formeln

fla+hb+k) = flab)+ A-h+B-k+ V2 + k2 plhk)  (5)
dér p(h,k) = 0 dé h,k — 0 dér A= 9L och B = 3.
Att A = % och B = %5 gar att bevisa genom att sitta k := 0 och lata h — 0

Bevis
Satt k:=0ochlat h — 0

fla+h,b) = f(a,b) + A-h+|h|-p(h,0) (6)
jA:f(aﬁLh,b})Lff(a,b):l:'O(h’O) ™

Lat h — 0
A= lim fla+h,b) — f(a,b) (8)

h—0 h

Detta ar per definition %

Detta beviset fungerar dven att bevisa att B = % genom att sdtta h := 0
och lata k — 0

3.2 Differentierbarhet i flera dimensioner

Vi kan med hjélp av var funktion 5 generalisera ekvationen till flera dimensioner
med hjalp av vektorer. For att detta skall gélla har vi tva kriterier
(i)Je>0saatta+h e D(f)da|h| <e
(ii) Det finns en konstant vektor A € R™och en funktion p: R™ — R sa att

fla+h)=f(a)+ A-h+|h[-p(h) (9)
dér p(h) — 0 d& h — 0 Detta kan #dven skrivas med V f(a) dir V f(a) ersitter

A sa vi far
fla+h)= f(a)+Vf(a) h+|h|-p(h) (10)



3.3 Unders6ka om en funktion ar differentierbar

Sats:

Lat f R®™ — R vara en funktion av m variableroch lat D C R™ vara en
domiin. Om alla f:s partiella derivator existerar och &r kontinuerliga i hela
D(f) av n variabler, da ar fdifferentierbar i hela D(f). Det gar ocksa att bevisa
f:s differentierbarhet genom att bevisa att p(h, k) — 0 da h,k — 01 ekvation 5

4 Tangentplan

I envariabelanalys dr tangenten till en endimensionell funktion en linje som be-
finner sig i det tvadimensionella planet. Om man istéllet har en funktion av tva
variabler blir tangenten ett tangentplan som befinner sig i det tredimensionella
rummet. For att finna ekvationen till detta tangentplan sa anvinder man sig av
definitionen f6r differentierbarhet (11).

fla+hb+k)=flab)+A-h+B-k+Vh>+k-p(hk)  (11)

Hir dr termen vh2 + k2 - p(h, k) en felterm som man inte behdver ta hiinsyn
till vid utrdkning av tangentplanet. Konstanterna A och B &r de partiella deri-
vatorna i z- respektive y-led, vilket sammantaget ger ekvation 12.

fla+h,b+k)= f(a,b) + fu(a,b) - h+ f,(a,b) - k (12)

Funktionen f befinner sig i det tredimensionella rummet och kan saledes
sittas till z = f(x,y), vilket gor att zo = f(a,b). Detta ger att h =  — a och
k =y — b. I detta resonemang har vi utgatt ifran att vi vill veta tangentplanet
i punkten (a,b, f(a,b)), men en betydligt mer vanlig notation dr att vilja ta
reda pa tangentplanet i punkten (zo, yo, 20). Dérfor dr det denna notation som
anvénds i den slutgiltiga formeln for tangentplanets ekvation.

z =20 + fe(20,%0) - (x — x0) + fy(zo,v0) - (¥ — Yo) (13)

5 Klassen C*

Definition: Lat f : R® — R och D vara en 6ppen miéngd sa att D C R™. Da
sdger vi att f tillhor klassen Ck, vilket betecknas f € Ck, om f:s alla partiella
derivator av grad mindre eller lika med k existerar och &r kontinuerlig i D.

6 Clairauts sats for C?

Lat f: R?2 — R och f € C% Da ér fey = fyz- Med ord kan detta beskrivas som
att det inte paverkar vilken partiell derivata vi deriverar med avseende pa forst.



7 Kedjeregeln

Kedjeregeln ar en regel inom matematisk analys fér derivering av sammansatta
funktioner, om exempelvis f och g &r deriverbara funktioner sa anger kedjeregeln

. . . . d(fogl(t df d
derivatan av den sammansatta funktionen f o g enligt: w = d—’; -4

Dér j—f kallas for den sammansatta funktionens yttre derivata och % kallas
for dess inre derivata. Kedjeregeln ar applicerbar for d&ven ekvationer av hogre
ordning, for att visa detta definieras funktionerna f och g som funktioner av
flera variabler enligt f6ljande: f: RP — R, g : R™ — RP.

For att visa hur sammanséttningen f o g deriveras genom kedjeregeln delas
den sammansatta funktionen f o g upp i tre olika fall.

7.1 Fall 1: p =1, n godtyckligt tal

I detta fall géiller: f: R - R, g: R" = R.
Den sammansatta funktionen &dr beroende av en vektor t av n variabler,
funktionens partiella derivata med avseende pa den j:te variabeln i vektorn

t beriknas da genom att multiplicera den yttre derivatan, %7 med den inre
partiella derivatan, %.
J
2. 9f(g®) _ df  Og

7.2 Fall 2: n =1, p godtyckligt tal

I detta fall géller: f: RP - R, g : R — RP.

Funktionen g bildar saledes en vektor i p st variabler, i detta fall beriknas
derivatan av fog med en summa av varje yttre partiella derivata med avseende
pa respektive variabel i vektorn g multiplicerat med den inre derivatan av denna
variabel i g.

Derivatan av den sammansatta funktionen f o g berdknas genom att multi-
plicera den partiella derivatan av f o g med avseende pa den forsta termen g; i

vektorn g. Forenklat kan detta skrivas:

f@)t) _ (@)  d of(@)®)  d 9f (@) | d
G = g0 sy | AP gy gy 20 Ly

Vilket kan sammanfattas som féljande:

df(g(t) ~=~,0f(gt) dg
= zZ: (2 J)

st Agi dt

7.3 Fall 3: n, p godtyckliga tal

I detta fall géller f: RP - R, g : R™ — RP.

Fall 3 kan dven bendmnas som det allmdnna fallet ty da bade n och p &r
godtyckliga kan de tidigare fallen hirledas utifran denna allménna formel. For
att fa en mer lattlist formel kommer vi uttrycka funktionerna pa vektorform.
Analogt med fall 2 blir g = (g1(¢), ..., gp(t)) en vektor av p stycken differentier-
bara funktioner. Varje funktion g¢;(t) kan i sin tur vara funktioner av n stycken



variabler ¢;. Vi far dirfoér en vektor t = (¢4, ...,t,) analog med den i fall 1. Med
denna notation kan vi da slutligen uttrycka den sammansatta funktionen som
F(g(t)).

Den allménna formeln fér berékningar av sammansatta skalérvirda differen-
tierbara funktioner med avseende pa en specifik variabel fas da som foljande;

9f(g(t) _ zpz(af(g(t)) . 3gk(t))

8tj 1 8gk (t) 8tj
Det inses l4tt att om man skulle lata p = 1 sa fas endast en term i summan och
detta skulle motsvara samma ekvation som i fall 2.

7.4 Tillampningar av kedjeregeln

En vanlig tillimpning &r vid 16sning av partiella differentialekvationer. Detta
genom att gora ett smart variabelbyte och berdkna de partiella derivatorna i
den nya variabeln med hjélp av kedjeregeln. Om man gjort ett lampligt byte av
variabler kan man da fa en differentialekvation som &r enklare att 16sa. Betrakta
féljande exempel,

Transformera den partiella differentialekvationen

0
of 387f -0
Ox dy
genom att inféra de nya variablerna
u=3r+y
v=1

Enligt kedjeregeln fall 1 kan vi uttycka den partiella derivatan i den nya
variablerna u och v som

of _ of & of ov __ Of of
By:87u'1+ﬁ'0:7

Differentialekvationen i de nya variablerna blir da endast

of _

81}70

som &r enkel att berdkna.

8 Riktningsderivata

Riktningsderivatan for en f(x) : R™ — R liknar de partiella derivatorna. Skill-
naden r att istéllet for att ndrma sig en origo lings en koordinataxel, sa ndrmar



man sig en godtycklig punkt @ € D(f) i en godtycklig riktning @, dér @ dr en
enhetsvektor. Riktningsderivatan for f i @ med riktningen @ definieras enligt

L flath-@)~ f(a)
h—0 h '

fa(a) =

(14)

Det gar dven att uttrycka fg i en skaldrprodukt, enligt fz = Vf(x) o @. Detta
kan bevisas pa foljande vis: Givet ett a och ett @& och att f &r differentierbar i
a sa kan man linjarisera vilket ger 15.

fla+ha)= f(a)) +Vf(a)- (ha)+ [[hi] - p(hi) (15)
Dividerar man detta med h far man ekvation 16.

fla+ha) - f(a)
h

= V/f(a) @+ p(ha) (16)

Da p(htt) — 0 ndr h — 0 leder detta till den slutgiltiga ekvationen 17 som
avslutar beviset da V.L per definition &r riktningsderivatan.

iy Jla+hd) = f(a)
h—0 h

= Vf(a) @ (17)

Den storsta mojliga riktingsderiatan for f i a pekar i samma riktning som
gradienten, V f(a), och har storleken || V f(a) ||. Detta f6ljer av definitionen av
skaldrprodukt, v e v =|| u |||| v || cos(f). uw och v &r i detta fallet vektorerna
Vf(a) och @, och 0 dr vinkeln mellan dem. cos(6) &r som stérst da @ = 0 och
|| @ || & per definition = 1. Det medfor att fa, .. =| Vf(a) ||| @ || cos(0) =||
Vf(a)| -1-1 och slutligen att

Jfaow =1 VI (@) |- (18)

8.1 Nivaytor

Nér en funktion av flera variabler sitts lika med en konstant, kallas den far en
nivayta. Lat f(z) : R"™! — R vara en funktion och C' € R vara en konstant.
D4 #r en n-dimensionell niva(hyper)yta av nivd C mingden av alla € R"*?
sa att f(x) = C. Det generella namnet #r nivayta, men for n = 1 kan det
kallas nivakurva och fér n > 2 kan det kallas nivahyperyta. Riktningsderivatan
i punkten @ € D(f) med riktning lings tangentplanet i @ kommer att vara
0, da fz = 0 innebér att f halls konstant i @s riktning. Ekvationen for f;,
fa =l Vf(a) |||l @ || cos(f) é&r endast lika med 0 da § = 7. Det medfor att
V f(a) ér en normal till nivaytan i @, och tangentplanet i samma punkt.



