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1 Introduktion

Differentierbarhet &ar en egenskap hos funktioner i hogre dimensioner. Det &r
lampligt att ldsaren introduceras till differentierbarhet genom att se pa det som
en forlingning av deriverbarhet eftersom dessa tva &r néira besliktade.

Lat f : R?2 — R vara en funktion. D& definieras funktionens derivata i punkten

a pa foljande vis.
. +h)— f(a)
o)y 16 :
7'(a) = Jim T2 1)
Om detta griansvirde existerar dr f deriverbar i punkten a. Vidare kan denna
definition skrivas om till

fla+h)—f(a)

p(h)zﬁ—A%Odéh%O (2)
Detta uttryck kan skrivas om med en felterm p(h) till:
fla+h)— f(a) =hA+ hp(h) da }llirr%) p(h) = 0. (3)
—

Skélet att man skriver om uttrycket pa detta sétt dr att det blir ldttare att ga
vidare till definitionen av differentierbarhet.

2 Differentierbarhet och partiella derivator

2.1 Funktioner av 2 variabler

Om man vill utoka till tva variabler f(z,y) blir motsvarande uttryck vildigt
likt ekvation (3). Om 3 Ay, As € R sadana att

Flath,b+k)—f(a,b) = hA +kAs+/h2 + k2p(h,k) d& lim  p(h, k) = (0,0).
(h,k)—(0,0)
(4)

da séger vi att f dr differentierbar i punkten (a,b).
En funktion ségs vara differentierbar i méngden M om funktionen &r differen-
tierbar i alla punkter i M.



Ett annat viktigt begrepp &r tangentplan. For grafen z = f(x,y) till en
funktion av tva variabler som #r differentierbar i punkten (a,b) finns ett och
endast ett plan som ér tangent med funktionsytan i punken (a,b). Om planet
ar tangent i z-led och y-led foljer att planet &dr tangent i alla riktningar. Om
funktionsytan z = f(x,y) dr differentierbar i punkten (a,b) ser tangentplanet
for f i (a,b) ut som foljer:

z=f(a,b) + A1(z — a) + A2(y — b). (5)

I flera dimensioner kan lutningen i en punkt skilja sig i olika riktningar,
och saledes finns ingen entydig definition fér derivata sasom i envariabelsanalys.
Déarfor introduceras partiella derivator, vilka tolkas som lutningen i en funk-
tionspunkt nir man nirmar sig den parallellt med nagon koordinataxel. Lat
f : R? = R, vara en funktion av (z,y), dir (a,b) dr inre punkt i D(f). Da
definieras de partiella derivatorna i (a,b) med avseende pa x och y enligt

of fla+h,b) — f(a,b)

ey T 0
0 ,b+h) — b
a‘;(avb):%ii%f(a + })l f(a )’ (7)

givet att gransvirdena existerar.

De partiella derivatorna anvénds vid linjérisering pa sa satt att om f &r dif-
ferentierbar i (a,b) enligt ekvation (4), #ir konstanterna A; resp. Ao de partiella
derivatorna i x- och y-led.

Sats 1. Om f : R? — R dr differentierbar i (a,b) enligt ekvation (4) gdiller att
A = g—m(a,b) och Ay = %(a,b).

Bevis. Vi dividerar bada leden med h i ekvation (4) och far att

f<a+h,b+hk>—f<a,b> A % . ¢h2+1;2p(h, k) @

Satt k = 0, da géller att

ay = 10RO @D ) )

Vi vet att p(h, k) &r en funktion som gar mot 0 da (h, k) — (0,0), si den termen
férsvinner nu nér vi later h — 0. Kvar far vi att

Al :’Eii%f(a"‘rhvb}z_f(aab)

, (10)

vilket per definition &r lika med %(a, b). Att Ay = %(a, b) kan visas analogt.
O

Det &dr ddremot viktigt att en reellvird funktion kan mycket vél vara partiellt
deriverbar i en, flera eller alla riktningar utan att vara differentierbar.



2.2 Funktioner av n variabler

Vidare vill vi ha ett generellt uttryck for den partiella derivatan i n dimensioner.
Vi later f : R® — R, vara en funktion av x = (1, ..., z,), dir a = (a1,...,a,)
ar inre punkt i D(f), och viljer ett godtyckligt ¢ € {1,...,n}. Da giller att den
partiella derivatan m.a.p x; i a &r

of . fla+he) — f(a)

g &) = fim h ’ (11)

dér e; dr enhetvektorn i riktningen z;.

Detta griansvirde paminner till synes om derivatans definiton i envariabela-
nalys, och f &r en reellviard funktion av n variabler. Eftersom bara x; varierar
i gransvérdet kan ovriga variabler ses som konstanter vid grinstvergang och
ddrmed kan den partiella derivatan i godtyckligt antal dimensioner beriknas pa
samma sétt som i envariabelanalys.

For att finna mening i hur de partiella derivatorna i n dimensioner tillimpas
vid linjérisering kring en funktionspunkt behovs en generell definition for diffe-
rentierbarhet i en punkt.

Definition 2.1 (Differentierbarhet i n dim). Lat f : R™ — R, vara en funktion
av X = (x1,...,2Z,), dir a = (ay,...,an) & en inre punkt i D(f), och h =
(h1,...,hyn) dr godtycklig. Vi siger att f &r differentierbar i a om det finns
konstanter Ay, ..., A, och en funktion p : R™ — R, sa att

fla+h)—f(a) = hiA1+...4+hy, A+ |/h|p(h) och att p(h) — 0 da h — 0. (12)

2.3 Gradienten

Om funktionen &r differentierbar i a sa géller, likt i 2 variabler (med liknande
bevis), att A; = aa—gi(a) for alla ¢ € {1,...,n}. Harifran kan gradienten till f
(Vf), motsvarigheten till derivatan i flervariabelanalys hérledas, vilken samlar
alla partiella derivator i en vektor.

A, %(a)
A2 687“(3

Vf(a) = = : (13)
Ay g);; (a)

3 Riktningsderivator

For att definiera riktningsderivata kriavs att riktning definieras. En riktning i
R™ definieras av en enhetsvektor i R™, alltsa &r méngden av alla riktningar i R™
méngden {@t € R™ : ||i||= 1}. Den totala méngden av alla riktningar bildar en
enhetssfir och betecknas for R™ som S”~!. Utifran detta kan riktningsderivata
definieras rigorost.



Definition 3.1 (Riktningsderivata). Lat f : R” — R vara differentierbar i a.
Lat & € S"~ L. D& definieras

of , . def .. f(a+hi)— f(a)
aa® = fim h ‘

Notera likheten mellan den hér definitionen och definitionen av partiella
derivator, ekvation (11). Relaterat till riktningsderivata finns ett par satser.

(14)

Sats 2. Ldt f : R” — R vara differentierbar i a. Lat 6 € S*~ 1. Dd gdiller att

riktningsderivata gffl (a) existerar och

of

ol
Bevis. Fran den allménna definitionen for differentierbarhet, Definition 2.1,
foljer att

(a) =0-Vf(a). (15)

:p(hﬁ)@—l—ﬁ-Vf(a). (16)

fla+ht) - f(a)
h

Vi har att ”h—}?” = 41, ty @ dr en enhetsvektor, samt att %ir% p(ht) =0, da f
—

dr differentierbar i a. Darfor giller, enligt Definition 3.1, att

of v _ . flatht)—fla)
*(a) = lim . —a-V/(a). (a7)
Ekvation (17) giiller V &t € S"~1. Detta slutfor beviset.
O
Av Sats 2 foljer Sats 3.
Sats 3. Ldt f : R® = R vara differentierbar i a. Ldit 4 € S*~!. Dd gdller
O (@) < IV (@)l (18)

diir likhet gdller om O dr riktad i samma riktning som V f(a).

Bevis. Enligt den tidigare bevisade satsen och definitionen av skaldrprodukt
galler att
of

ot
Hér dr 6 den minsta vinkeln mellan @t och Vf(a), saledes &r 6 € [0,7]. Da
cosf < 1 med likhet enbart da # = 0 samt att G &r en enhetsvektor, géller att

(a) =a-Vf(a) = [af[V/(a)cosb. (19)

0
(@) < IV 5(@)l| (20)
med likhet endast om 6 = 0, alltsd om @ &r riktad i samma riktning som
Vf(a). O



4 Nivaytor

Definition 4.1 (Nivahyperyta). Lat f : R**! — R vara en funktion av n + 1
variabler och C' € R en konstant. Ekvationen

f(x17""$n+1) =C (21)

definierar i allménhet en n-dimensionell hyperyta i R**!. Den kallas for en
nivahyperyta till funktionen f.

Ekvationen definierar endast en hyperyta om C ingar i vardeméngden till f,
annars far vi den tomma méngden.
Beroende pa viardet pa n far vi olika saker ur ekvationen. Da n = 1 far vi en
nivakurva, for n = 2 far vi en nivayta, och fér n > 2 far vi en nivahyperyta.
En viktig egenskap hos nivaytor &r att i en godtycklig punkt a pa nivaytan, ar
riktningsderivatan lika med noll i alla riktningar som hor till tangentplanet till
nivaytan. Foér en riktning &t € S™ giller alltsa att f,(a) = 0 da riktningen @
tangerar den nivayta som gar genom punkten a. Foljdaktligen ér V f(a) normal
mot tangentplanet till f i a enligt (14).

Sats 4. Ldt f(x,y) vara en C*-funktion med Vf # (0,0). Dd dr Vf(a,b) en
normalvektor till den nivakurva till f som gar genom denna punkt. For en funk-
tion f(x,y,z) av tre variabler dr analogt V f(a,b,c) normal i punkten (a,b, c)
till nivaytan f(x,y,z) = f(a,b,c).

5 Klasser

Definition 5.1 (Klasser). Lat f : R" — R vara en funktion definierad pa en
domidn D C R™ och k£ > 0 ett heltal.

f siigs vara av klassen C*(D) om alla dess partiella derivator av ordning mindre
dn eller lika med k existerar och ar kontinuerliga funktioner i hela D.

Sats 5. Varje funktion av klassen C' dr differentierbar.

5.1 Clairauts sats

Lat f(z,y) vara en C? — funktion av 2 variabler. Eftersom f, och f, i sin tur
ar funktioner av z respektive y kan dessa funktioner deriveras med avseende pa
x respektive y.

Sats 6. Ldit D C R? vara en domdn och lat f : D — R. Om f € C*(D) dd
gdller i en omgivning till (a,b) € D att

fay(a,b) = fyz(a,b). (22)



6 Kedjeregeln

Kedjeregler dr mycket viktiga i till exempel variabelbyten vid 16sning av PDE:er
och bygger pa differentierbarhet av sammansatta funktioner.

Kedjeregler. Lat f, g vara funktioner sadana att

f:RI—R™
g:R* - RP
BeteCknaf(X) ( ( )7 7.fm( )) med x = (1'17"'73:1)) OChg(t) = (gl(t)77gp(t))
med t = (¢4, ...,t,). Da har vi sammanséittningen:
(fog)(t)

0g)

fg(t))
Flg(te, . ytn))
= flg

=(f

} dér p = ¢ for att sammanséttningen (f o g) ska vara definierad.

(t17'--7tn)a agp(tla"';tn))
(gl(th .. 7tn) 7gp(t1> 7tn))7 ey fm(gl (th "'7tn>7 -'-agp(th 7tn)) .

Vi formulerar kedjeregeln for skalérviarda, sammansatta funktioner i tre steg:

@O p=1lochneN
fR—=>R
g:R" >R
Alltsa lat (f o g)(t) = f(g(t)) = f(g(t1,...,tn)) och vi formulerar kedjere-
geln:

- f(g(t)) = f’(g(t))aftjg(t) (23)

@ n=1lochpeN
fiR? SR
g:R” > RP
Alltsalat g(t) = (g1(¢), g2(t), ..., gp(t)) och f(g(t)) = f(g1(2), g2(), ..., gp(2)).
Kedjeregeln ger da

010, 92(0), - gy(1) = J_Z_;(,ff<gl<t>,gz<t>,...,gp<t>> (29

Ly

® n,peN
f:RP =R
g:R" > RP
Alltsa lat t = (t1,t2,....tn), & = (g1(t).g2(t), ..., gp(t)) och f = f(g(t)).
kedjeregeln ger da

o &) = 3 o fa(e) - (25)




