Sammanfattning LV1 Flervariabelanalys

Grupp 1C:
Samuel Martinsson
Alexander Mayer
Georg Persson
Jan Kula
Jarl Dang
August Wiklund

Januari 2021



Innehall

1 Introduktion till flervariabelanalys 4
1.1 Funktioner av flera variabler . . . . . . . . ... ... ... .... 4
1.2 Derivata ien variabel . . . .. ... .. ... L. 4
1.3 Partiell derivata. . . . . . .. .. ... Lo 5
Differentierbarhet 6
2.1 Differentierbarhetsbergreppet . . . . . . . ... ... ... ... 6
2.2 Partiella derivator och linjériseringsformeln . . . . . . . .. . .. 6
2.3 Bevis av differentierbarhet for en specifik funktion . . ... . .. 7

2.3.1 Rigorost med hjdlpavp . . .. ... .. ... ... ... . 7
2.3.2 Med hjilp av f’s partiella derivator . . . . .. ... ... 7
2.4 Differentierbarhet implicerar kontinuitet . . . . . . . . ... ... 8
2.5 Differentierbarhet och tangentplan . . . . .. ... ... ... .. 8
Kedjeregeln 9
3.1 Kedjeregeln i en variabel . . . . . . .. .. o000 9
3.2 Sammansattningar i flera variabler . . . . . ... ..o 9
3.3 Kedjeregeln i flera variabler . . . . . . ... ... ... L. 9
3.3.1 Formulering 1 . . . .. ... ... ... . 10
3.3.2 Formulering 2 . . . . ... ... oo 10
3.3.3 Formulering 3. . ... ... ... ... ... 11
Gradient 12
4.1 Definitionen av gradient . . . . . . ... ... Lo 12
4.2 Definitionen av riktningsderivata . . . . . . ... ... ... ... 12



4.3 Sats 2.4.6

4.4 Sats 2.4.7

5 Nivaytor

51 Bevisforsats 2.4.8 . . . . . ...

6 Clairauts sats



1 Introduktion till flervariabelanalys

1.1 Funktioner av flera variabler

Inom flervariabelanalys vill vi kunna analysera funktioner fran det euklidiska
rummet med n dimensioner, till det euklidiska rummet med m dimensioner,
d.v.s

f:R* —>R™

for godtyckliga n,m € N. Det finns olika bendmningar pa dessa funktioner,
beroende pa vilka viarden n och m antar:

m = 1 : skaldrviard funktion
m > 1 : vektorvird funktion

n = m : vektorfilt

I kursen ligger fokus framst pa skaldrviarda funktioner av godtyckligt manga
variabler, men dven vektorvirda funktioner och vektorfalt diskuteras.

1.2 Derivata i en variabel

For att analysera funktioner av fler &n en variabel, behover derivata-begreppet
generaliseras till hogre dimensioner. For att gora detta, behover vi paminna oss
om definitionen av derivata och deriverbarhet i fallet med en variabel.

Det finns huvudsakligen tre sétt att definiera deriverbarhet:

(1) Forsta formuleringen dr férmodligen den vanligast forekommande i enva-
riabelanalysen. Den lyder:

Lat f : R — R, vara en funktion av en variabel och x = a € R en reell
punkt. Funktionen f dr deriverbar i a om:

i) f dr definierad i en omgivning av a, d.v.s: 3¢ > 0s.a. |[v—al < e =
x € D(f)
ii)
L fath) — f(a)

ist 1
Lim N existerar (1)

Gréansvirdet kallas funktionens derivata i a, vilket vanligtvis betecknas

f'(a).



(2) Andra formuleringen kriver inférandet av en funktion

o) = LOEW I gy

Vi kan observera att forsta termen i funktionen &r samma kvot vars
grinsvirde, om det existerar, dr f'(a) da h gar mot noll. Alltsa giller:

/' (a) existerar <= }lLirn p(h)=0
=0

Vi kan dérfor formulera en ytterligare definition av deriverbarhet:

Lat f : R — R, vara en funktion av en variabel och z = a € R en reell
punkt. Funktionen f &#r deriverbar i a om:

i) f &r definierad i en omgivning av a

ii) det existerar en funktion p(h) och en konstant A € R s.a.
fla+h) = f(a) +hA+ hp(h) (2)
dér limp,_, p(h) = 0.

Ekvationen i ii) kallas linjériseringen av f

(8) Den tredje formuleringen &r rent geometrisk och lyder:

Lat f : R — R, vara en funktion av en variabel och = a € R en reell
punkt. Funktionen f &r deriverbar i a om det finns en unik tangent till
f:s graf, i punkten a.

1.3 Partiell derivata

For att generalisera derivatan till funktioner av flera variabler, sa som den be-
skrivs i den forsta formuleringen av deriverbarhet (1), kan vi ta derivatan med
avseende pa en variabel och betrakta évriga som konstanta. Detta ger oss den
partiella derivatan:

Lat f : R™ — R vara en funktion av n variabler och a € R™ vara en punkt.
Om gransviardet

i f@+hes) — (@)

lim Y ,a= (a1, ...,an) (3)

existerar, sa ér f partiellt deriverbar med avseende pa x; i punkten a.
Grénsvirdet kallas for den partiella derivatan av f, med avseende pa z;, i

punkten a. Detta betecknas vanligen f,,(a) eller %(a).
J



2 Differentierbarhet

2.1 Differentierbarhetsbergreppet

En funktion f : R — R av en variabel séigs vara deriverbar om dess derivata
existerar. Detta medfor bland annat att funktionen f &r kontinuerlig i varje
punkt dér den &r deriverbar. For att generalisera begreppet deriverbarhet till
hogre dimensioner infér vi begreppet differentierbarhet.

Lat f : R® — R och a vara en inre punkt i f’s definitionsmangd. f &r
differentierbar i punkten a om:

i) f &r definierad i en omgivning av a, d.v.s:

Je>0sa. |lr—al<e = z € D(f).

ii) f kan approximeras linjirt enligt ekvation (4) nedan.

fla+h) = f(a)+ ) Achy + ||k||p(h), dir lim p(h) =0 (4)
k=1

Den linjira approximationen fér en funktion f : R?2 — R av tva variabler ser
foljaktligen ut som:

fla+h,b+k) = f(a,b) + Ah + Bk + /h2 + k2p(h, k) (5)
déir p(h, k) — 0 da (h, k) — (0,0).

2.2 Partiella derivator och linjiriseringsformeln

Vid nérmare undersdkning visar det sig att konstanterna Ay i de linjéra ter-
merna i (4) motsvaras av f’s partiella derivata m.a.p. xp. Detta gar att vi-
sa enkelt genom att studera uttrycket for Ap. For ldsarens bekvimlighet och
overskadlighetens skull gors detta endast for en funktion av tva variabler, med
grund i (5). Dock fungerar det givetvis pa samma sétt f6r en funktion av n vari-
abler. Vi borjar med att skriva om (5), eftersom vi endast ér intresserade av den
partiella derivatan m.a.p. x, och ddrmed endast &r intresserade av férandringar
ix-led.

fla+h,b) = f(a,b) + Ah + |h|p(h,0) (6)

Vi 1oser ut A och far da:

A= (1, 0)

f(a—i—h,b}z—f(a,b) L,



Vi later h — 0 och far foljande uttryck for A:

f(a—i—h,biz— f(a,b) 7)

Detta kdnner vi igen fran Avsnitt 1 som definitionen av f’s (partiella) derivata
(m.a.p. ). P4 samma sitt fas B som den partiella derivatan m.a.p. y. Om
vi generaliserar detta far vi Ay som den partiella derivatan m.a.p. xj for en
funktion av n variabler, i ekvation (4).

A= lim
h—0

2.3 Bevis av differentierbarhet for en specifik funktion
2.3.1 Rigorsst med hjilp av p

For att bevisa att en funktion f dr differentierbar i en punkt a € R™, sérskilt att
f kan approximeras linjért, krivs det att feltermen p(h) — 0 da h — 0 enligt
ekvation (4). Om sa ér fallet, dr f differentierbar i a. Vi kan fa ett uttryck for
p(h) genom att 16sa ut den ur (4):

flat+h)—fla) =3 hufo(a)

p(h) = o ®)
flath)— fla) = YL bt a)
Jimy Al ! ©

Om vi kan visa p(h) — 0 da h — 0, d.v.s. att (9) géller, vid insiittning av
en specifik funktions partiella derivator och vérden i en punkt, &r funktionen
differentierbar, eftersom den foljdaktligen kan approximeras linjirt enligt (4).

2.3.2 Med hjilp av f’s partiella derivator

Ett annat sétt att bevisa differentierbarhet dr genom att underscka en funktions
partiella derivator. Om de &r kontinuerliga sa ar funktionen differentierbar. Forst
infor vi notationen f € CY(D), vilket betyder att alla f’s partiella derivator
existerar i hela D och &r kontinuerliga funktioner av n variabler. Formellt kan
vi dérfor skriva, att om:

f € CY(D) = f differentierbar i hela D (10)

Beviset kommer inte att redovisas i sin helhet, kortfattat gar det ut pa att visa
att (9) alltid géller om f’s partiella derivator &r kontinuerliga. Detta kan goras
genom att utnyttja medelvirdessatsen som giller eftersom f s partiella antas
existera. Dérefter anvinds det andra antagandet om kontinuitet for att bevisa
att p(h) — 0



2.4 Differentierbarhet implicerar kontinuitet

Om f &r differentierbar sa maste f vara kontinuerlig. Detta eftersom
f(a+h)— f(a)dah—0

enligt (4), vilket innebér just precis att f &r kontinuerlig i punkten a.

2.5 Differentierbarhet och tangentplan

Geometriskt kan differentierbarhet, sérskilt linjériseringsformeln (5), ses som
att vi vill hitta ett tangentplan till grafen z = f(z,y) i en punkt. Vi kan véilja
en punkt (zg, Yo, 20). For att forenkla jimforelsen med linjiriseringsformeln kan
vi ocksa skriva om punkten som:

(70, Y0, 20)
To= a
Yo= b
z0o=f(a,b)

Vi paminner oss om linjiringseringsformeln (5), men struntar i feltermen
p och far darfor en approximation. Vi anséitter &ven h som z — g och k som
Yy — yYo. Dessutom ersétter vi de linjédra konstanterna A och B med f’s partiella
derivator, vilket vi vet fran Avsnitt 2.2 géller for en differentierbar funktion :

fla+nh,b+k) = f(a,b) + Ah + Bk + V/h2 + k2p(h, k)  (11)
> f(a+h,b+k) =~ f(a,b) + Ah + Bk
— f(x,y) = 2 ~ f(a,b) + Ah + Bk
2~ 20+ fo(a,b)(z — z0) + fy(a,b)(y — yo) (12)

Om vi hade en exakt likhet, vilket vi far nér feltermen p i (11) gar mot 0, skulle
(12) vara ekvationen for ett plan:

Ja(a,b)(x — x0) + fy(a,b)(y —yo) — (2 —20) =0 (13)
Detta plan ar saledes tangentplanet till den differentierbara funktionen f i punk-
ten (.1307 Yo, ZO) = (a'v ba f(a7 b))



3 Kedjeregeln

Aven da vi analyserar funktioner av flera variabler stéter vi pa olika sam-
mansattningar av funktioner. Det ar darfor nodviandigt att avgoéra hur vi kan
partiellt derivera sammanséttningar av funktioner i flera variabler. Vi behover
dérfor generalisera kedjeregeln fran envariabelanalysen till hogre dimensioner.

3.1 Kedjeregeln i en variabel

For att generalisera kedjeregeln, behtver vi paminna oss om hur den ser ut for
funktioner av en variabel.
Lat f,g € R vara deriverbara funktioner och a € R uppfyller:

e a idr en inre punkt till D(g)
e g(a) dr en inre punkt till D(f)

Da ar sammanséttningen f o g : R — R deriverbar i a och
(fog)(a)=f(g(a) g'(a) (14)

ar dess derivata.

3.2 Sammansittningar i flera variabler

Fora att tala om sammanséttningar i flervariabelanalys, behover vi forst defini-
era begreppet.
Lat g : R™ — R? och f:R? — R™

e Sammanséttningen f o g dr definierad omm p = ¢

o fog:R™ — R™ om den &r definierad

f :f(l'lv "'7xp) = (fl(xlv "'7xp)7 "',fm(mla "'axp))
g :g(tl, ,tn) = (gl(tla -~7tn)7 ...,gn(tl, 7tn))

3.3 Kedjeregeln i flera variabler

Vi introducerar kedjeregeln i flera variabler i gradvis mer generella steg, for att
forenkla forstaelsen. Den sista och mest abstrakta formuleringen, vilken géller



for vektorviarda funktioner, kommer att presenteras nésta vecka. Har framfors
de formuleringar som géller for skaldrvarda funktioner.

3.3.1 Formulering 1

p =1, n godtyckligt
Lat g : R™ — R vara differentierbar och f : R — R vara deriverbar. Lat dven
a € R™ sa att:
e a iir en inre punkt i D(g)

e g(a) dr en inre punkt i D(f)

Da &ar sammanséttningen f o g differentierbar i a och

(fog)ti(a) = f'(g(a)) - gt,(a) (15)

Detta uttryck &r vildigt likt kedjeregeln for en variabel, vilket beror pa det fak-
tum att nér vi tar den partiella derivatan med avseende pa en specifik variabel,
sa betraktas 6vriga som konstanta. Bade f och g kan da ses som funktioner av
en variabel. Denna formulering foljer alltsa direkt av den for en variabel och kan
visas pa samma, sétt.

3.3.2 Formulering 2

p godtyckligt, n =1
Lat g : R — RP, g(t) = (g1(t),...,gp(t)) och f : RP — R vara differentierbara

funktioner. Lat dven a € R sa att:
e ¢ dr en inre punkt i D(g), d.v.s. en inre punkt i D(g,) ¥V j € {1,...,p}
e g(a) ar en inre punkt i D(f)

Da ar sammanséttningen f o g differentierbar i a och

dg,(a)

I (16)

Lirom@ =1 o), ..p(a :2_38‘9 og)a).

For att visa att detta géller, borjar vi med att sétta

a=g(a) = (g1(a), -, 9p(a)), a+h=gla+h)=(g1(a+h),..gpla+h))

10



Det &dr aven anvandbart att infora en funktion F': R — R

F(t) = (fog)t) = f(91(t), - 9p()) (17)

Eftersom f dr differentierbar enligt antagandet i satsen, sa giiller (4), alltsa att
det finns en funktion p : R? — R sa att

fla+h) = +foJ )iy + bl (), dar Jim p(h) =0

Vi observerar fran (17) att f(a+ h) = F(a+ h), vilket tillsammans med (4) ger
0s8s

Fla+h)—F(a) fla+h)—f(a) > fu;(@)h;+ |/hf[p(h) 8
h B h o h (18)

Genom nagra omskrivningar kan h uttryckas i funktionerna g;
h=(a+h)—a=(g(a+h)—gla),..gp(a+h)—gya)) (19)

Eftersom g; &ér deriverbara funktioner existerar det, enligt linjariseringsekva-
tionen (2), funktioner p; : R — R sa att

gi(a-+ 1) = g,(a) = gj(@)h -+ hpg (), dax Tim p;(W) =0 (20)

Sétter vi in detta 1 vart uttryck for h (19), sa far vi att
h = h(gi(a) + pr(h), .., g (a) + pp(h)) (21)
Inséttning av detta uttryck i (18), ger oss foljdaktligen
Fla+h) — F(a)
. =

Z )+ pj(h)) £ p(h) - Z )+ pj(h))?

Jj=1

Om vi nu later h — 0 i detta uttryck, sa far vi

tim HOEN 2O _ ipogya) =3 D (foga) - LY (29)

vilket skulle visas.
3.3.3 Formulering 3

n, p godtyckliga

Lat g : R™ — RP, g(t) = (91(t1, s tn)s -, gp(t1, ..., tn)) vara en funktion av
n variabler, s.a. varje g; &r en differentierbar funktion av en variabel, och f :
R?P — R vara en differentierbar funktion av p variabler. Lat dven a € R™ sa att:

11



e a ir en inre punkt i D(g)

e g(a) dr en inre punkt i D(f)

Da &ar sammanséttningen f o g differentierbar i a och

|

;tj(fog)(a) = floi(ar, .., an), ..y gplan, ....an)) = (23)

of Ogr(a)
a.’Ek 8tj

Q
e

J

(gl(a‘la ) an)a "'agp(ala "'7a71))

M=

>
Il

1

Detta foljer fran féregaende formulering (16), pa samma siitt som var foérsta
formulering (15) f6ljde av kedjeregeln i en variabel (14).

4 Gradient

4.1 Definitionen av gradient

Gradienten till en differentierbar funktion f av n variabler ar vektorfiltet vars
komponenter ér de partiella derivatorna av f. Lat f : R™ — R vara en differen-
tierbar funktion av n variabler. Gradienten till f definieras som:

of of

VI ) = (e 5) (24)

och noteras som V f(a) fér en godtycklig punkt a.

4.2 Definitionen av riktningsderivata

For att kunna definiera vad en riktningsderivata &r maste vi forst definie-
ra vad en riktning i R™ innebér. Mangden av alla riktningar i R™ definieras
som mingden av alla ortsvektorer av lingd 1 i R™, som bildar den (n — 1)-
dimensionella enhetssfiren S~ . En riktning &r alltsa en enhetsvektor, som
gar ut till sfaren. Nu nér en riktning i R™ har definierats kan vi definiera vad
en riktningsderivata ar. Lat f : R®™ — R vara en differentierbar funktion och
a en inre punkt i definitionsméngden f6r f. Vi later &ven 4 vara en normerad
vektor i ("1, Riktningsderivatan till f i a med riktning @ definieras da som
foljande:

O (o) ) — iy L0 1)~ f(@)

ou h—0 h

(25)

12



4.3 Sats 2.4.6

Lat f : R® — R vara differentierbar i = a. Da existerar riktningsderivatan
fu(a) for varje @ € S"~! och:

fula) =V f(a)-a (26)

Beviset av detta foljer fran linjariseringen av f da f &ar differentierbar i
x = a. Enligt linjérisering i punkten & = a far vi féljande ekvation:

fla+ha) = f(a) +Vf(a)- (ha)+ ||ha] p(hd),
dir p(htt) — 0 da h — 0. Subtraktion med f(a) och division med h ger oss:

fla+ha) - f(a)
h

—Vi(a)- (@) £ p(ha)

Notera att lingden hos vektorn @ #r ett, saledes kan @ skrivas som +1.

Lat nu h — 0 och da ges riktningsderivatan av gradienten skalidrt med vektorn
@ av foljande ekvation:

. fla+ha)— fla) _ -
Jim h = fu(a) = Vf(a)- (@) (27)

vilket bevisar satsen.

4.4 Sats 2.4.7

Lat f : R™ — R vara differentierbar i * = a. Da &r riktningen pa gradienten
V f(a) riktningen som funktionen f i punkten a viixer snabbast i. P4 samma
sitt dr storleken pa denna tillvixthastiget ||V f(a)]|.

4.4.1 Bevis
Beviset foljer fran simpel linjér algebra. Vi minns att formeln for skaldrprodukt

ar
V1 * V2 :H V1 H . H V2 || COS@,

13



dédr 0 ar vinkeln mellan vy och va. I vart fall &r v1 = V f(a) och va = @ dér @
ir en riktningsvektor i S71L.

fula)=Vf(a) -4 =
=|[Vf(a) || -|[ @] -cos(f).

Da||@||=1och || Vf(a) || 4 en konstant beror f,(a) endast pa cos() och
maximeras da cos(f) =1 < 6 =0.

5 Nivaytor

Med en funktion f: R™t! — R och en konstant ¢ € R kan vi skapa en ekvation

flz1,29,. .., Tny1) = ¢

som oftast definierar en n-dimensionell (hyper)yta i R"*!. En sddan yta kallas,
beroende pa n for

n = 1 : nivakurva
n = 2 : nivayta

n > 2 : nivahyperyta.

5.1 Bevis for sats 2.4.8

Antag att f #r differentierbar och @ € Dy = R™*!. Sitt ¢ := f(a) och @ € S™.
Pa samma sdtt som i beviset for Sats 2.4.8 (4.4.1) anvénder vi formeln for
skaldrprodukt och far att

ful@) =0 <= Vf(a)-a =0
< Vf(a) La

Alltsa ér riktningsderivatan 0 i riktningar ortogonala mot V f(a). Gradienten
till f i punkten a &r alltsa en normalvektor till nivakurvan/ytan genom punkten
a.

6 Clairauts sats

Om funktionen f :R? — R #r C? i en omgivning till (zg,yo) 4r

f;/y(x(hyo) = fg/;/w(an Yo)-

14



