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1 Analys i flera variabler

I flera variabler kan en generell derivata inte alltid bestammas eftersom oli-
ka riktningar att ndrma sig en punkt kan ge olika forandringshastigheter.
Déarfor blir det istéillet intressant att betrakta riktningsderivata, alltsa lut-
ningen i en viss riktning. Speciellt anvandbart blir partialderivata vilket &r
riktningsderivata i riktning med koordinataxlarna.

Betrakta funktionen z = cosx + sin y nedan:

Figur 1: z = cosx + siny

Héar framgar det tydligt att funktionens lutning skiljer sig beroende pa rikt-
ningen. De partiella derivatorna till funktionen kan bestdmmas pa samma
sitt som vid derivering i envariabelanalys. Om f : R? — R ges definitionen



av de partiella derivatorna med avseende pa x och y av

af B .. fla+h,b)— f(a,b)
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For derivatan i z-led anses y vara en konstant och h representerar differensen
i z-led. Pa samma séitt halls z konstant och k representerar differensen for
derivatan i y-led.

Vidare kan definitionen utvidgas till ett godtyckligt R™ dar n > 2 genom
att lata f : R™ — R déar f = f(x1,29,...7,) ar en funktion av n variabler.
Lat dérefter vektor @ € R" samt ¢ € {1,..,n}. Den partiella derivatan med
avseende pa x; ges da av

fla+h-e)—f(a)
; , @

= lim
fx’ h—0

dar e; ar en basvektor 1 z;-led.

2 Differentierbarhet

f ar differentierbar i en punkt om f &r definierad i en omgivning till (a,b)
och det finns en funktion p: R?> — R s att:

fla+hb+k)=f(a,b) +A-h+B-k+Vvh>+k? p(hk)

p(h, k) =0 nir (b, k) — (0,0), (3)

dér A ar partialderivatan i z-led och B ar partialderivatan i y-led. Exempelvis
ges den partiella derivatan i z-led genom att sédtta k& = 0, 16sa ut A och
dérefter lata h ga mot 0. Den partiella derivatan i y-led ges pa motsvarande
sitt genom att sdtta h = 0 och sedan 16sa ut B.

Att f ar differentierbar i en punkt innebar att funktionen ar kontinuerlig
i samma punkt. Om f : R? — R ér differentierbar i (a,b) = f dr konti-
nuerlig i (a, b). Bevis fas genom att i ekvation [3|lata h, k — 0. I hogerledet
kommer alla termer utéver f(a,b) ga mot 0 samtidigt som vénsterledet gar
mot f(a,b), vilket visar att f &r kontinuerlig i (a,b).

Vidare ségs f vara differentierbar i en punkt i R” om det finns en inre
punkt i f:s definitionsméngd, en konstant vektor A € R™ samt en funktion
p:R™ — R sadant att f uppfyller

fla+h)=f(a)+ A-h+|h|-p(h) (4)
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dér A bestar av f:s partiella derivator och p(h) — 0 dd h — 0.

Vid studie av en funktions differentierbarhet &r det dven virdefullt att
undersoka vad som sker vid upprepad differentiering. Clairauts sats sdger att
om funktionen f fran R? — R! dr tvi ganger differentierbar i en omgivning
till (a,b) sa &r

72, (a.5) = f,(a.0). (5)

3 Existens av tangentplan

Betrakta ett plan med en baspunkt i (xg,yo,20) och en godtycklig punkt
(x,y,z) 1 planet. Lat dessa punkter sammankopplas av en vektor v fran
baspunkten till den godtyckliga punkten. Lat en normalvektor n ga fran
baspunkten till en punkt (a,b,c) ovanfor planet. Skaldrprodukten av dessa
vektorer ser ut som foljande:

v-n=20
a(r — x0) +b(y —yo) +c(z —2) =0 (6)
ar +by+cz=d

axg + byg + czo har har skrivits om till d. Notera att den sista ekvationen
kéinns igen som ekvationen for ett plan. Genom att skriva om linjariserings-
formeln, ekvation [3| och bortse fran feltermen, p(h, k), kan likheten mellan
dessa ekvationer pavisas. Detta gors genom att betrakta z som en funktion
av x och y, s att z = f(x,y) och zy = f(xo,v0). h och k uttrycks som
differenserna mellan punkterna x och xy, samt y och yj.

s~ 0t @b — )+ e - w) 7

Om det rader likhet mellan leden kan detta uttryck skrivas som
of

(@b = 20) + G0y = o) — (2 = 20) =0 ©)

vilket kan jamforas med ekvation [6] Detta visar pa existensen av ett tangent-
plan i en godtycklig differentierbar punkt.



4 Kedjeregeln

Kedjeregeln i flervariabelanalys kan tillampas till variabelbyten i partiella
differentialekvationer. Den giller ssmmanséattningar av differentierbara funk-
tioner. For att sammanséattningen f o g, dar

f:RT - R™
g:R" — RP (9)

ska vara definierad maste p = ¢. Kedjeregeln ar uppdelad i tre steg dér

RPF -5 R
e (10
g:R" — RP.
Sammanséattningen f o g ar alltsa en skaldrvird funktion av n variabler.
Steg 1: p = 1 och n godtycklig. Sammanséttningen skrivs f(g(t)) dar
t = (t1,...,t,) och kedjeregeln uttrycks

a%f(g@)) — F(g(t)) j—fj&). (1)

Formeln foljer av kedjeregeln for envariabelanalys. Da partiella derivatan tas
med avseende pa ett t; halls alla ¢;, dar ¢ # j, konstanta och f och g kan
behandlas som funktioner av en variabel. Enda skillnaden &r att tecknen for
partiell derivata anvands.

Steg 2: n =1 och p godtycklig. Sammanséttningen uttrycks som f(g(t))
dér g = (g1(t), ..., gp(t)) och kedjeregeln har formen

Crem) =" ) L. (12)

Beviset bygger pa linjariseringen, ekvation (3, och att f och varje g; i vektorn
ar differentierbara.

Steg 3: n och p godtyckliga. Sammansattningen har formen f(g(t)) dér
t och g uttrycks som i steg 1 och steg 2. Kedjeregeln uttrycks

5 1e®) = Y- L (e - 5. (13

J k=1

Detta foljer fran steg 2 pa samma sétt som steg 1 foljer fran envariabelana-
lysen.



5 Riktningsderivata och gradient

De partiella derivatorna innehaller virdefull information om hur en funktion
beter sig i en punkt. Det ar déarfor av intresse att samla denna information i
ett begrepp. Lat f : R” — R vara en differentierbar funktion av n variabler
dér & = (21, z2, ...z,) € R™. Da definieras gradienten, V f(x), som

Vilx)= (g—i(:ﬂ),, aa—i(a:)) : (14)

Gradienten &r alltsa en vektor innehallande funktionens alla partiella deri-
vator. Termen kan ségas vara en generalisering av derivatabegreppet for en
funktion av flera variabler.

Givet f kan &ven riktningsderivatan, det vill séga fordndringshastigheten
lings med en specifik riktning, berdknas. Mangden av alla riktningar i R"
ges av {u € R" : ||lu]| = 1} = s"! och kan geometriskt representeras av
en (n — 1)-dimensionell enhetssfiar. Lat u € s"~!. Riktningsderivatan f,(x) i
riktning u definieras da som

f(x + hu) — f()

=li 1
Dé ||u|| = 1 och @ &r en inre punkt i f:s definitionsméngd kommer gréns-

viardet att vara véldefinierat. Notera dven att partiell derivata ar ett special-
fall av riktningsderivata dar riktningen ges av en basvektor.
Sats 2.46 fran Persson Boiers: Om f : R®™ — R ér differentierbar i « = a
sé existerar riktningsderivatan for alla u € s"~! och f,(a) = V f(a) - u.
Bevis: Definitionen av differentierbarhet fran avsnitt [2| ger

fla+hu) = f(a) +Vf(a)-hu+ |[hup(]hu])
dar p(||hu||) — 0 nér ||hul| — 0.

o )= Ha 0= S0

= Vf(a) u

Eftersom Vf(a)-u = ||V f(a)|| cosf dir § ar vinkeln mellan gradienten och
den riktningen som derivering sker med avseende pa sa ger dven satsen att
forandringshastigheten i @ ar som storst nér = 0 det vill séga i gradientens
riktning.



6 Nivakurvor och niva(hyper)ytor

Lat f : R — R vara en differentierbar funktion av n + 1 variabler och
punkten @ = (1,79, ...,7,41) € R"". Ekvationen f(a) = ¢, dir ¢ € R,
representerar i allminhet en n-dimensionell yta i R**1. En sidan yta kallas
for en nivakurva da n = 1, nivayta da n = 2, respektive nivahyperyta da
n > 2.

Eftersom funktionen f antar ett konstant virde bor funktionens riktnings-
derivata i a vara noll. Riktningsderivatan kan darfor uttryckas som

ful@) = [[V[(a)]| - [lu] - cos§ = 0

dér w € S™ ér en riktning och # dr vinkeln mellan w och V f(a). Under
antagandet att V f(a) # 0 uppfylls likheten d& cosf = 7/2, det vill sdga da
V f(a) ar ortogonal mot f,(a). Detta innebér geometriskt att V f(a) &r en
normalvektor till tangenten till f:s nivakurva i punkten a.

I nedan exempel ges nivikurvorna av funktionen f(a) = 2% + y* = ¢ dér
varje viarde hos konstanten c¢ ger upphov till en ny niva.
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Figur 2: f(a) = 2® + y* = c. Gradienten V f(a) dr markerad med en pil
ortogonal mot nivakurvans tangentlinje.
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