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1 Differentiering

1.1 Funktioner i flera variabler

En funktion f : R™ — R™ dér n,m € N kan beskrivas pa tre sitt beroende pa
n och m.

m = 1: Skaldarvird funktion av n variabler.
m > 1: Vektorviard funktion.
m = n: Vektorfilt i n dimensioner, n < 3.

Ett viktigt begrepp nir man jobbar med flera variabler d&r normen. Normen
av en vektor x skrivs ||&|| och kan ses som vektorns lingd. Normen beriiknas
enligt

1.2 Differentierbarhet
Att en funktion f: R — R i en variabel &r deriverbar i en punkt a kan skrivas
fla+h) = f(a) +hf'(a) + hp(h),

dir p(h) — 0 da h — 0 och dér vi forutsétter att f dr definierad i en omgivning
kring a. Det &r vért att notera att f’(a) = A dr en konstant. Denna formel kan
generaliseras till tva dimensioner genom

fla+h,b+k) = f(a,b) + Ah + Bk + V' h? + k?p(h, k),

dér p(h,k) — 0da (h, k) — (0,0). For godtyckligt antal dimensioner kan ekva-
tionen skrivas

fla+h)=fla)+ A-h+|h[ph),



ddr p(h) - 0da h — 0.

Om denna ekvation, kallad linjédriseringsformeln, uppfylls fér nagon konstant
vektor A och nagon funktion p(h) sigs f vara differentierbar i punkten a.
Direkt av definitionen syns att f &r kontinuerlig i @ om den é&r differentierbar,
ty fla+h)— f(a) -0da h — 0.

1.3 Partiella derivator och klassen C

For att undersoka fordndringstakten hos en funktion som varierar med 2 eller
fler variabler sa kan man understka hur funktionen varierar om alla utom en
variabel halls fixa. Pa sa séitt delas fordndringen upp i partiella derivator som
enkelt kan beriknas med metoder fran envariabelanalys. Lat f : R? — R vara
en funktion av tva variabler som &r differentierbar. Da skrivs f(z,y):s partiella
derivator i punkten (a,b):

0
%f(a,b) = fz(a,b) , y &r konstant och f deriveras m.a.p. z,

0
a—yf(a, b) = fy(a,b) , z ar konstant och f deriveras m.a.p. y.

Om samtliga partiella derivator till en funktion finns inom dess definitionsméngd
sa sdger man att funktionen &r partiellt deriverbar.

Ett annat sitt att kontrollera om en flervariabelfunktion &r differentierbar
ar att visa att alla partiella derivator finns och &r kontinuerliga i funktionens
definitionsméngd da konstanterna i vektorn A i formeln ar de partiella deriva-
torna.

Lat f: D € R™ — R beteckna en funktion av n variabler dér alla dess parti-
ella derivator ar definierade och kontinuerliga i omradet D, da kan man séiga att
funktionen f € C1(D), f dr av klassen C! i D. Om f : R — R har kontinuerliga
partiella derivator och de partiella derivatorna i sig har kontinuerliga partiella
derivator tillhér f klassen C2. Pa samma sitt beskriver C" att en funktion dr
partiellt deriverbar n ganger med kontinuerliga partiella derivator.

1.4 Clairauts sats

For funktioner av flera variabler finns flera partiella derivator, dédrav finns det
ingen entydig derivata av hogre ordning utan ett flertal som sédger olika saker
om funktionens beteende. Exempelvis, antag att f &r en tva ganger partiellt
deriverbar funktion, isafall finns de fyra partiella derivatorna
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En naturlig fraga som uppstar ér i vilka fall f,, = fyu, svaret pa detta ges av
Clairauts sats:
fE€CHD) = freps = fpage , Vet+d<n.
i G

I ord, om alla f:s partiella derivator av ordning n i en domén D &r kontinuerliga
kommuterar partiell derivering upp till ordning n. Satsen kan antingen bevisas
genom att forst bevisa den for n = 2 genom att med hjéilp av medelviardessatsen
visa att de tva partiella derivatorna fy, och fy, &r lika, sedan kan induktion

anvéandas for att bevisa det for godtyckligt n. Alternativt kan bevisidén med
medelvirdessatsen for n = 2 anvéindas for att bevisa satsen for godtyckligt n.

1.5 Tangentplan till en differentierbar funktion

Négot geometriskt intressant som kan goras med en differentierbar funktion
f:R? = R &r att ta bort feltermen i dess linjérisering och skriva
of of
h,b+ k)~ b) + =—(a,b)h + =—(a,b)k. 1

fla+hb+ )~ fa.b) + 5@ b)h+ 5 (@) (1)
Detta ar en approximation som beskriver ett plan som tangerar grafen till f i
punkten (a, b, f(a,b)). For att tydligare se det séitts zo = a, yo = b, x = xo + h,
y=19yo+h, z= f(x,y) och zg = f(x0,y0), vilket gor att (1) kan skrivas

0 0
2~ 20+ 50 (@ b)(o — a0) + 5 (a.B)(y o).
Med likhet, vilket infinner sig i grénsovergangen (z,y) — (zo,¥o), alltsa da
(h,k) — (0,0), kan ett plan definieras med ekvationen

0 0

@, b) (o =) + 5 @by = o) — (2 = 20) =
Denna ekvation beskriver tangentplanet till grafen till f i punkten (a, b, f(a,b)),
vilket kan jimforas med hur derivatan kan anviandas for att beskriva tangenten
till grafen till en funktion av en variabel i nagon punkt. Det kan &ven utldsas

att (%(a, b), g—i(a, b), —1) ar en normalvektor till tangentplanet.

1.6 Gradienten

Gradienten kan betraktas som flervariabelanalysens motsvarighet till envaria-
belanalysens derivata.

Definition 1 (Gradient). Lat f : R™ — R vara differentierbar. Da &r gradienten
till f(x) = f(z1,...,2,) en funktion Vf : R" — R" sadan att

Vi) = (@ (@)



1.7 Riktningsderivator och nivaytor

Definition 2 (Riktningsderivator). Riktningsderivatan lings med vektor v i

punkten x ges av
_ o f@t ) — f()
Pl = =

Da de partiella derivatorna oftast dr betydligt lattare att berdkna &n enskilda
gransvirden ldngs med olika riktningsvektorer, sa anvéands oftast foljande sats
for att berdkna riktningsderivator.

Sats 1 (Berdkning av riktningsderivator). Om f dr differentierbar i * kan
riktningsderivatan ldngs med en vektor v berdknas med

v
! v

dér H%\I ar enhetsvektorn lings med v.

Definition 3 (Nivaytor). Givet f : RV*! — R sa iir ekvationen f(z1,...,Zn11) =

C i allménhet en N-dimensionell hyperyta i RNV+1,

Notera att inte alla ekvationer pa den formen kommer att generera nagon form
av hyperyta, exempelvis finns det inga reella tal som uppfyller 22 + 3% = —1.
Ekvationen f(x) = C fixerar en av de N + 1 variablerna vilket gor att den
endast har N frihetsgrader. D& N = 1 kallas f(x,y) = C nivakurva, N = 2
nivayta och for N > 2 hyperyta.

Sats 2 (Om gradientens storlek). Om en funktion dr differentierbar i en punkt
x kommer den dka mest i riktning av V f(x), och da med magnituden ||V f(z)||
pa riktningsderivatan. Pa samma sdtt kommer riktningsderivatan vara noll or-
togonalt mot V f(x).

Bevis. Betrakta en generell enhetsvektor e. Enligt sats 1 ges da riktningsde-
rivatan i den riktningen av V f(x) - e, vars storlek kan skrivas om med hjélp
av definitionen av skaldrprodukt till Vf(x) - e = ||V f(x)]| cos(d), dér 0 &r vin-
keln mellan enhetsvektorn och gradienten. Magnituden maximeras salunda da
cos(f) #r som storst, vilket sker precis da 6 = 0. P4 samma sétt dr uttrycket 0
da 0 =7 /2. O

Ett sammanfattande exempel pa definitionerna och satserna ovan dr nivakurvan
f(r,y,2) = 22 + y?> — z = 0. Denna kan skrivas om som z(z,y) = z2 + y2,
gradienten ges da av Vz = (2z,2y), beriiknat i exempelvis (z,y) = (1,0) ger
detta Vz(1,0) = (2,0), det vill siiga att gi vinkelriitt fran cirkeln 22 + ¢% = 1
okar funktionen mest, ddremot kommer z férbli 1 da (z,y) 6kas i riktningen
(0,1), det vill sidga vinkelrdtt mot gradienten.



2 Kedjeregeln

2.1 Kedjeregeln i en variabel

Sats 3. Lat f,g : R — R wara deriverbara funktioner. Betrakta a som en
inre punkt i g:s definitionsmdngd D, och g(a) som en inre punkt i f:s defini-
tionsmdngd Dy. Da dr den sammansatta funktionen fog definierad som f(g(a))
och dess derivata dr f'(g(a)) - g'(a).

2.2 Sammansittningar i flera variabler

Lat nu g : R® — RP och f : R? — R™. Sammansittningen &r bara definierad
nir p = ¢. Sammanséttningen f o g : R™ — R™ &r definierad for en punkt a
inom definitionsmingden for g sa att g(a) tillhér f:s definitionsmingd.

2.3 Kedjeregeln i flera variabler

For skalirvirda funktioner (alltsa m = 1) giller f6ljande. Vid derivering av
funktioner av flera variabler finns det ett allmént utseende for kedjeregeln. Det
delas upp i tva specialfall och sedan det allménna fallet. Forsta fallet &r dap =1
och n &r godtyckligt. Andra fallet &r nidr n = 1 och p ar godtyckligt och tredje
fallet 4r da bade p och n dr godtyckliga.

Betrakta fall 1 da p = 1. Om villkoren som nidmndes for att en sam-
manséttning ska vara véldefinierad ar uppfyllda och vara funktioner f och g
ar differentierbara sa giller foljande: i en punkt ¢ sa dr derivatan

a‘jj (9(8)) = F(g(2)) - gg

Beviset for detta ar exakt samma som det for kedjeregeln i en variabel. For varje
partiell derivata halls allt utom den j:te variabeln konstant och sen deriveras
funktionen m.a.p. ¢;.

I nésta fall ddr n = 1 och p ar godtyckligt sa ser kedjeregeln ut enligt foljande:
d ~ :
3 9(®) = > fr (g(1) gh(t).

k=1

Beviset av detta gar ut pa att visa att ett visst grénsvérde for en differenskvot
existerar. Likt tédnket for definitionen av derivata i en variabel.

Slutligen har vi det tredje fallet dér p och n &r godtyckliga. Vi betraktar
nu funktionen f(g(t)), dir f : R? — R, g : R® — RP och ¢t &r en punkt
i definitionsmingden till g. Dessutom tillhér f och g klassen C'. Da far vi
kedjeregeln med foljande utseende:

ou ou Oxq Ou Oxp
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mer kompakt:

Vi(a(t)) - gf

2.4 Praktiska tillimpningar, 16sning av PDE

Ett vanligt férekommande problem inom fysiken och tillimpad matematik &r
l6sningen av partiella differentialekvationer (PDE). Generell 16sning till PDE,
om den Overhuvudtaget finns, dr i regel mycket svar att hitta. I praktiska
tillimpningar &r det dock oftast en specifik 16sning som sékes. Om denna 16sning
involverar nagot antagande om funktionen kan detta ofta forenkla 16sning av
PDE, i fallet med varibelsubstitutioner kan kedjeregeln anvindas for att un-
derlatta problemet. Metoden kan visas med féljande exempel

T fz +yfy =

1
Vaz+y?
Generell 16sning till denna PDE &r inte trivial att hérleda, i en praktisk tillimpning
kanske denna PDE uppkommer i ett problem med cyklisk symmetri, det vill sdga

f(x,y) = gor(z,y)

r(z,y) = Va4 y2.

Genom detta antagande kan de partiella derivatorna av f berdknas med kedje-
regeln vilket ger

or , x

fo= gplgorten) =g ()G =g e

b , ar / Y
fy = 8—y(gor(rc,y)) =9 (T)iy =9 (T)\/TTy?'

Inséttning av detta i den ursprungliga PDE:n ger

/ z? ’ y? 1

som kan forenklas till

11
22 fy2  r2

g(r) =

Detta har reducerat det relativt svara fallet med en PDE till en trivial ordinér
differentialekvation.



