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Sammanfattning

I denna rapport behandlas materialet presenterat under foreldsningarna under
lasvecka 2 i kursen MVE035/MVEGO0O Flervariabelanalys, ledd av Peter Hegarty
under ldsperiod 3 ar 2021. Inledningsvis presenteras Taylors sats i flera variabler.
Dérefter anviands satsen for klassificering av kritiska punkter. Slutligen utvidgas
definitioner av differentierbarhet och linjarisering samt kedjeregeln till att gélla
inte bara skaldrvirda funktioner utan dven vektorvarda.

1 Taylors sats

Detta avsnitt utvidgar Taylors sats fran att gélla for en variabel till att gélla for
ett godtyckligt antal variabler.

For funktioner av en variabel (f : R — R) siger Taylors sats att om f € CP*!
kan f skrivas som ett polynom pa formen

fla+h)=>"

=0

A 3o+ o0, )

dr polynomet det entydliga Taylor-polynomet av f(a + h).
Fran detta kan Taylor-polynomet av flervariabel-funktionen f(z,y) : R? — R
kring punkten (a,b) hirledas genom att sitta

F(t) = f(a+ th b+ tk). 2)

Funktionen F'(t) dr nu en funktion av endast en variabel, och kan med hjilp av
Ekvation 1 Taylor-utvecklas kring t = 1. Detta ger

P (hZ D\j
F) = flathorry =3 ot kja_iy) f(a.b)

J=0

+O([(h, B)I"). (3)
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Genom att expandera differentialoperatorn (h% + ka%)j kan det skrivas om
som

([ e NS

p J aj
f(a+h7b+/€) = Zzaxzagjjﬂ_z(a’b)z' )

j=0 i=0

For att troliggora att Ekvation 4 verkligen motsvarar funktionen f, kan vi
tédnka oss att vi deriverar den 7 ganger med avseende pa x och j — i ganger med
avseende pa y i punkten (a,b), alltsa dar (h, k) = (0,0) och jamfor med 83;5_1.

I det mer generella fallet f : R™ — R skrivs ha% +k;6% om som en skalarprodukt

i - (90 ... 98
med h och operatorn V, som definieras som V = ( a1 , 89:n>'

A i +O([[R|"*) (5)

2 Klassificering av kritiska punkter

Da definitionerna av kritiska (eller stationéra) punkter i flervariabelanalys liknar
dem for envariabelanalys sa inleds detta avsnitt med definitionerna for en variabel.

2.1 Definitioner av kritiska punkter i envariabelanalys

Lat f : R — R vara en funktion av en variabel och a € R. Da géller:
1. f sdgs ha en kritisk punkt i z = a om f’(a) = 0.

2. f ségs ha ett lokalt maximum (respektive minimum) i z = a om Je >
0s.a. f(x) < f(a) (respektive f(z) > f(a)) da |z — a| < e.

3. Om f ar deriverbar &r varje lokalt minimum och maximum en kritisk punkt.
4. Om f € C? och x = a #r en kritisk punkt for f giller att

(a) f"(a) > 0= a ar ett lokalt minimum
(b) f"(a) < 0= a &r ett lokalt maximum

(¢) f"(a) = 0 = a ar antingen ett lokalt maximum, minimum eller en
terasspunkt. Det gar alltsa inte att avgora karaktdren av punkten med
endast denna definition.
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2.2 Definitioner av kritiska punkter i flervariabelanalys

Definitionerna for flervariabelanalys dr modifieringar av definitionerna fér envari-
abelanalys, da definitionerna bara utvidgats for att galla for ett godtyckligt antal
variabler.

Lat f: R™ — R vara en funktion av n variabler dir f € CP*! och a € R™.

1. f ségs ha en kritisk punkt i € = a om V f(a) = 0.

2. f ségs ha ett lokalt maximum (respektive minimum) i * = @ om Je >
0s.a. f(x) < f(a) (respektive f(x) > f(x)) da ||z — al| < e.

3. Om f &r differentierbar ar varje lokalt minimum och maximum en kritisk
punkt.

En motsvarighet for definition 4 i envariabelanalys, vilken bestdmmer karaktéren
av den kritiska punkten, ges mer utforligt i Avsnitt 2.3.

2.3 Bestimning av kritisk punkts karaktir i R?

For att bestamma en kritisk punkt (a, b) karaktéir kan taylor-utveckling anviandas
dédr andra ordningens term har stor betydelse. Taylor-polynomet av grad tva for
funktionen f(z,y) € C® i punkten (a,b) kan skrivas som:

df(a,b) df(a,b)

Fla+ b k) = gla )+ 2Let) o LD ,
1 (d*f(a,b) ., _O*f(a,b) O*f(a,b)
il e St e 9ol LA 2 .

+5 ( 922 h* + 020y hk + 3y k )

[ fallet att (a,b) &r en kritisk punkt innebér det att forsta ordningens Taylor-term

ir =0V (h, k) da &L éa’b) = éa’b) = 0. Resultatet av detta &r att Taylor-polynomet
x Y

istallet kan skrivas som:

fla+h,b+ k)~ f(a,b) + — a5

1<a2f(a, D) 2400 f@b) . 9fab) ,kz)'

2 0x? 0xdy 0y?
(7)
[ detta fall dr det tydligt att funktionens vérde runt punkten (a, b) beror pa andra
ordningens Taylor-term (eller hogre), nagot som kan liknas med fallet i en variabel
da tecknet pa ¢”(z) kan beskriva karaktéren pa en kritisk punkt.
For att bestdmma om en kritisk punkt &r en maximi-, minimi- eller sadelpunkt
kan vi studera foljande bindra kvadratiska form:
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Q(h,k)=A-h*+2B-hk+C-k* (8)

dir A, B och C ar konstanta koefficienter som i detta fallet &r A = M, B =

Ox2
%, C = %. Den binéra kvadratiska formen kan tolkas med hjalp av fyra
oY Y

olika kriterier:

1. Om AC — B? > 0 och A > 0 sa ar Q(h, k) > 0V(h, k) # (0,0) (positivt
definit) = (a,b) &r en string lokal minimipunkt for f.

2. Om AC — B* > 0 och A < 0 sd & Q(h, k) < OV(h,k) # (0,0) (negativ
definit) = (a,b) dr en string lokal maximipunkt for f.

3. Om AC — B? < 0 sa ér Q(h, k) bade positivt och negativt for olika (hk)
# (0,0) (indefinit) = (a,b) &r en sadelpunkt for f.

4. Om AC — B? = 0 for nagot (h,k) # (0,0) sa dr Q(h,k) = 0 for nagot
(h,k) # (0,0) (semidefinit). I detta fall kan (a, b) karaktéir ej bestimmas
fran andra ordningens Taylor-term.

Som beskrivet i listan kan dessa kriterier anvindas for att bestdmma karaktédren
pa den kritiska punkten forutom i det semidefinita fallet. Detta kan liknas vid
det endimensionella fallet da en kritisk punkts karaktér inte kan bestdmmas om
g"(a) = 0 utan ytterligare analys av funktionen krivs (exempelvis z*), ndgot som
ocksa géller i detta fall. En tolkning av detta &r att andra ordningens taylor-term
inte langre dr dominant i punkten (a,b), vilket till exempel kan gora att hogre
ordningens termer inte kan bortses fran och kan paverka betendet. Detta innebér
att om Q(h, k) ar semidefinit kan (a,b) vara en maximi-, minimi- eller sadelpunkt
och behdver bestimmas genom andra metoder.
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Figur 1: Exempel pa olika extrempunkter
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3 Vektorviarda funktioner

Detta avsnitt utvidgar definitioner av differentierbarhet, linjarisering och kedjere-
geln till att gélla &ven vektorviarda funktioner. En vektorvard funktion definieras

som
F:R"—5R™ nmeN 9)

déar skillnaden jamfort med skalarvirda funktioner ar att m tillats vara skilt fran
1. Funktionen F' kan darfér betecknas med m stycken skaldrvirda funktioner F;
som

F(CUI;"‘ ’xn) = (F1(9617"' ,$n>,"' ;Fm(«fla"' ,l’n)) (10)

Med vektornotation kan detta dven skrivas som

F
F=|:]|. (11)
F,

3.1 Differentierbarhet och linjirisering

Differentierbarhet for vektorviarda funktioner F' definieras genom att F' &r dif-
ferentierbar i punkten @ € R" om samtliga skaldrvirda komponenter F; ar dif-
ferentierbara i a. Att Fj(a) &r differentierbar innebédr att den kan skrivas med
linjariseringsformeln som

Fi(a+h) = F(a)+ VE(a) - h+ [k]jpi(a). (12)

dér pi(a) — 0 nar h — 0.
Pa motsvarande sétt kan linjariseringen av F' skapas genom att samla linjériseringarna
av samtliga F; (Ekvation 12) i vektorer. Det ger att

VFi(a)
F(a+h)=F(a)+ : h + [|h|[p(h) (13)
VE,(a)
dér p(h) — 0,, nér h — 0,,.

Da VFi(a) i sin tur dr en vektor av differentialoperatorer kan vektorn med
samtliga V F;(a)-komponenter skrivas som

VFl(a) g_fi g%
: = : . . (14)
VEn(a) S ... G

Denna matris kallas funktionalmatrisen av F(a) och betecknas som (DF')(a).
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3.2 Kedjeregeln for vektorviarda funktioner

Under ldsvecka 1 presenterades kedjeregeln for skaldrvirda funktioner av flera
variabler. I detta avsnitt kommer definitionen utvidgas till att gélla dven sam-
manséttningar av vektorviarda funktioner. Detta kommer goras genom utnyttjande
av funktionalmatriser.

Definiera funktionerna G : R — RP, F' : RP — R™ och en punkt ¢ € R", och
betrakta sammansittningen D(F o G)(t). Vi kommer nu hérleda ett uttryck for
funktionalmatrisen D(F o G). Detta gors genom att forst studera en godtycklig
skalarvird funktion F; i F och derivera den partiellt med avseende pa ett god-
tyckligt element ¢; i ¢.

o "\ OF, IG}
—Fi(G(t)) = G(t)) —(t 15
a7, FGE) =3 5 (Gle) - o (15)
Hogerledet kan sedan tolkas som en skaldrprodukt pa formen
oG
VE(G(t) - 5~ (®). (16)
J
Skalédrprodukten kan vidare tolkas som en matrismultiplikation med matriserna
Gy
Btj 8
5 ]| i | =5 RG®) =DF @) (17)
filen j
ot;

Nu kan vi undersoka funktionalmatriserna for F'(G(t)) och G(t) och multiplicera
dem, da far vi

rom .. O0F T
o1 Oxp
. . ot1 8tj tn
OF; OF; . . .
oz T Oz : : : = A (18)
: 0Gp ., 9Gp 0Gp
. . ot; ot; Otp,
L Ox1 Oxp

Enligt matrismultiplikation kommer A;; vara rad i i DF(G(t)) skalért med kolonn
j i DG(t), som vi vet & D(F o G);; fran ekvation 17. Det betyder att

A=D(FoG) = (20)
D(F o G)(t) = DF(G(t)) * DG(t). (21)
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3.3 Vektorfilt 1 R"

Med hjalp av funktionalmatriser kan det bestdmmas huruvida en funktion F' :
R™ — R™ &r inverterbar. Funktionen F' kan ses som ett n-dimensionellt vektorfalt,
och att F #r inverterbar skulle innebéra att vi kan applicera F~! pa en vektor
given av F'(zy,--- ,x,) for att ater erhalla (xy,- -, z,).

Undersokningen av inverterbarhet kommer grunda sig i linjériseringen av F' i
en omgivning kring F(a), alltsa

F(a+h)~ F(a) + DF(a) - h (22)

for ett fixt @ och sma h. Notera att om vi forbiser konstanttermen F'(a) kan detta
ses som en linjar avbildning, med funktionalmatrisen DF'.

For att F' skall vara inverterbar kravs att den linjéra avildningen &r inverterbar,
alltsa att matrisen DF'(a) har en invers. Detta ar ekvivalent med att determinan-
ten for DF # 0. Alltsa att:

det(DF'(a)) # 0 <= DF(a) &r inverterbar

23
<= F ir bijektiv i en omgivning kring a. (23)

Med hjéalp av sambandet ovan kan féljande fas:

[Inversa Funktionssatsen] Lat y = F(z) dir F : R" — R", F € C' samt
a en punkt i D(F') sa att
det(DF(a)) # 0 (24)

da finns 6ppna omgivningar U kring a och V kring F'(a) sa att F : U — V é&r
bijektiv och dess invers F~1: V — U € C!.

For satsen ovan skall det noggrant podngteras att F' inte maste vara injektiv i
hela R™ utan bara giller lokalt.

Tack vare kedjeregeln och att determinanten dr multiplikativ géller ocksa att
funktionaldeterminanten dF' = det(DF') for en sammansatt funktion d(FoG)(x) =
dF(G(x)) - dG(x).
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