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1 TImplicita funktionssatsen

Lat F vara en C'-funktion av n variabler och a= (a1, ..., a,) vara en punkt dir F(z1,...,z,) = C. Da giller
att om % # 0 sa finns det en omgivning U av a sa att restriktionen av nivaytan till U implicit definierar

en Cl-funktion av n — 1 variabler fx och x = fi(T1, ..., Th—1, Thi1s s Tn)-
Vidare géller:
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Bevis av (1): Om F(x,...,z,) = C dér C &r en konstant sa ger derivering med avseende pa x; foljande.

iF(scl,...,xn) = 8£ — 780 =0
D, O O, (2)
Ox;j ) Ox10z; Ox;0x; Oxp Oz Oz, Ox;

Hér kommer alla termer utom tva att bli noll ty ‘g%* =0da o # j,k. g% = 1 och g%ﬁ = ng’; ty x kan
skrivas som f(21,..., Lk—1, Tht1, -, Tn). Da far vi f6ljande:

iF(iClw“vxn) =Fy, 14 Fyy - O fr

_va
axj

(3)

2 Integration i flervariabelanalys

En vésentlig skillnad fran envariabelanalys &r att man i flervariabelanalys inte kan anvinda sig av en sa
kallad antiderivata for att berdkna en definit integral. En sadan beréikning kan i envariabelanalys till exempel
beskrivas enligt:

| t@)de=F) - F@ (4)

dér derivatan av F'(z) &r f(z). Redan dér stoter vi pa problem nér funktioner av flera variabler studeras.
Detta eftersom funktioner av flera variabler inte har en derivata som dr samma i alla riktningar i en viss punkt.



Vi borjar nu med att lite informellt beskriva hur man utfér integration av funktioner av tva variabler,
f(z,y). Eftersom graferna till dessa funktioner lever i R? sa kan dessa visualiseras, till skillnad fran grafer
som till exempel lever i R*. Lat nu D vara en kompakt (sluten, begrinsad) och sammanhéngande delméngd
av R%. D4 betecknas dubbelintegralen éver D enligt:

/ /D f(a, ) de dy (5)

Dubbelintegralen ovan definieras da lite informellt som en tecknad volym mellan grafen z = f(z,y) och
omradet D i xy-planet. Vi vill nu hitta och studera tekniker fér att beridkna sadana dubbelintegraler.

Det finns fyra olika tekniker som kan vara anvindbara pa olika séitt. Man kan dela in dem i inspektion,
Fubinis sats, variabelbyten och integration med hjilp av nivakurvor. Vissa utav exemplen som féljer gors i
R? men teknikerna kan anviindas for ett godtyckligt antal variabler.

2.1 Inspektion

Inspektion bygger pa att man utnyttjar utseendet pa dubbelintegralen. Om man ser dubbelintegralen som en
tecknad volym, kan man studera symmetrier samt utnyttja att integrationen ar linjér. Att studera symmetrier
innebér helt enkelt att man ser ifall man har volymer som antingen kancellerar varandra, eller som man vet
ar lika, och man behover dirmed bara berdkna delar av integralen. Att integrationen &r linjar innebér att
man kan utnyttja foéljande:

//[)af(x,y)+5g(x,y)dxdy:a//Df(x,y)dmdy+6//Dg(x,y)dxdy ©)

2.2 Fubinis sats

For att formulera denna sats behéver vi forst definiera begreppet axelparallell rektangel. Lat a, b, ¢, d vara
reella tal och 14t @ < b samt ¢ < d. En delméingd A C R? pa formen A = {(z,y) ra<ax<bec<y<d}
kallas da for en axelparallell rektangel. Vi &r nu redo for satsen:

Lat a,b,c,d tillhéra R didr a < b och ¢ < d. Lat vidare A = [a,b] x [¢,d] och f : A — R vara en kon-
tinuerlig funktion. Da géller att:

//Df(a?,y)d:cdyz/cd dy (/abf(:v,y)dx> :/: dx (/Cdf(x,y)dy> (7)

Man haller i forsta fallet y konstant och integrerar fran a till b med avseende pa x, for att sedan integrera
med avseende pa y fran c till d och vice versa i det andra fallet.

Vi ska nu se pa Fubinis sats for sa kallade reguljéra omraden, dir vi gor foljande definition. Lat D C R? vara
en kompakt mangd. Da géller:

i. D séigs vara reguljirt i z-led om D kan delas upp i &ndligt manga delar Dy, Do, ..., D,, sa att varje D;
har formen D; = {(z,y)la <z < b, a;(z) <y < Bi(x)}, dir a;(x) och B;(z) &r C'-funktioner av x och
a;(x) < Bi(x) da z € [a, b].

ii. Pa samma sétt sigs D vara reguljirt i y-led om x och y byter plats i (i).

iii. D ségs vara reguljart om D &r reguljért i bade x- och y-led. Observera da att en axelprallell rektangel
ar ett specialfall, eftersom z da ligger mellan a och b, och ay(z) = ¢ och 51 (z) = d.



Med detta kan vi formulera satsen.

Lat D = {(z,y)la < 2 < b, a(z) <y < B(z)}, dir o, € C*. Lat vidare f : D — R vara kontinuer-

lig. Da giller:
b B(x)
,y)de dy = d ,y)d 8
//Df(xy)a:y / m</am f(z.y) y> (8)

2.3 Variabelbyten i dubbelintegraler: Sats 6.4.6

Lat x = g(u,v) och y = h(u,v) vara en bijektiv C''-avbildning av ett 6ppet begrinsat kvadrerbart omrade E

i uv-planet pa ett motsvarande omrade D i xy-planet sadan att J(u,v) = gEiZ) #01i E. Da ér:

//D [l y)dedy = //E f(g(u,v), h(u,v))| J(u,v) | dudv (9)

om funktionerna under integraltecknet dr integrerbara 6ver respektive omrade.

Variabelbyten kan med hjélp av Sats 6.4.6 anvéndas for att berdkna dubbelintegraler. Enklast blir det om
man kan skriva om de gamla variablerna, x och y, i termer av de nya variablerna, v och v. Da kan funktio-
naldeterminanten (zgizg) beréknas och séttas in i ekvation (9). Dérefter &r det brukligt att anvénda sig av
Fubinis sats, sa det &r viktigt att ha réatt grinser for v och v nédr D 6versétts till E.

Ekvationen visar pa forhallandet mellan odndligt sma areor i zy-planet och uv-planet. Man utgar fran dem
gamla variablerna x,y och skapar Cl- funktionerna x = g(u, v) och y = h(u,v) och utifran linjériseringen av
dessa far man uttrycken dx = du +2 Sedv och dy = dy = du + ydv I matrisform far man, efter matrismulti-

plikation, uttrycken:
dr\  O(z,y) (du
() = 7037 (an 1o

dér det(agy’yg) J(u,v) och dér | J(u,v) | & den approximativa areaforstoringen, dvs. beloppet av funktio-

naldeterminantens virde i punkten (u ,v).

2.4 Integration med hjilp av nivakurvor: Sats 29

Lat g : R? — R vara en C'-funktion av tva variabler, h : R — R vara en C°-funktion av en variabel
och D C R? en kompakt, kvadrerbar miingd. Antag att a < g(z,y) < b,V (z,y) € D och sitt A(u) :=
Area({(x,y) € D : g(x,y) < u}). Da giller:

// g(z,y) dxdy—/ h(u) A’ (u) du. (11)

Idéen med satsen liknar den i Fubinis. I den senare delas den infinitesimala tecknade volymen upp i skivor
lings x- eller y-axeln. Har skivar man istéllet ldngs g’s nivakurvor. Man vill jamfoéra tva nivakurvor, en dér
g(x,y) = u och en annan nér g(x,y) = u + du. Den infinitesimala arean mellan nivakurvorna blir d A(u),
alltsa A’(u)du, och héjden h(g(z,y)) r ”konstant ovanfor g(z,y) = u”. Detta medfor i sin tur att den infini-
tesimala tecknade volymen &r h(u)A’(u)du och att den slutgiltiga integralen blir ff h(u) A’ (u)du. Satsen gor
ddrmed att berikningen av dubbelintegralen har aterforts pa beridkning av en enkelintegral. For att denna
formeln ska vara till nagon hjilp maste man litt kunna rikna ut areafunktionen A(u) och detta gor att
metoden endast kan anvindas i speciella situationer, vanligtvis maste omradet D begréansas delvis av nagon
utav ¢’s nivakurvor. Man maste dven forséikra sig om att integranden &r en sammansatt funktion pa formen
h o g av en variabel.



3 Generaliserade dubbelintegraler

Generaliserade dubbelintegraler expanderar anviindningsomradet fér dubbelintegraler genom att mojliggora
integration av obegriansade funktioner och 6ver obegransade omraden. For att en dubbelintegral ska bendmnas
som generaliserad maste den komma pa formen

/ /D f(z.y)) da dy (12)

dar
i. f(z,y) dr en obegrénsad funktion i ett begrénsat omrade D, eller

ii. D &r ett obegriansat omrade
Idéerna bakom berdkningen om integralen 6ver huvud taget existerar gar att dela in i tva fall:

i. Man nérmar sig de punkter dir f — +o00 genom att klippa av mindre och mindre delar av omradet D
och integrerar normalt 6ver resterande D. Existerar ett grinsvirde for dessa integraler ar detta vardet
av dubbelintegralen.

ii. Man integrerar over storre och storre delar av omradet D. Om dessa integraler gar mot ett visst
gransvirde dr detta viardet pa dubbelintegralen.

Vid berdkning av generaliserade dubbelintegraler befinner man sig som regel i en sits dar ett av foljande
resultat fran envariabelanalys maste anvindas.

Fall 1:

lim
e—0 c

! t +oonart < —1
' dr = 1
annars dndlig och lika med 7

Fall 2:

-1

t+1

. N . 400 nér t > —1
lim r'dx = . .
N—oo Jq annars éndlig och lika med

3.1 Exempel pa fall 2

Detta &r en formel som &r skriven av Carl Friedrich Gauss, och den beror f6ljande integral:

o0 2
/ e * dux.
— 00

Detta &r en integral av en variabel, men da e~* saknar en lattskriven antiderivata blir den svar att berdkna.
For att berdkna integralen sa behover vi berdkna en integral over ett oéndligt omrade for en funktion i tva

variabler. Satt: . s
I= / e dr = / eV dy.

(Detta géller da i de tva integralerna sa har vi bara bytt tecken fran z till y och alltsa maste de vara lika).

Da fas:
I? = / e dg - / eV dy.

mz



Har anvinder vi Fubinis sats baklinges, byter till poldra koordinater didr r € [0,00) och € € [0,2x] samt
anvinder variabelbytet u = r? vilket ger 2r dr = du. Detta medfér

2 — / / e eV drdy = / / e du dy =
27 o) e} e’}
:/ / 677”27’de0:27'(/ 67T2Td7":71'/ e “dr =m.
0 0 0 0

Detta ger oss att [ = /7

3.2 Teori for dubbelintegraler 6ver axelparallella rektanglar

Definition 1:

Lat a < b vara reella tal. En uppdelning, s.k. partition, av det slutna intervallet [a,b] dr en dndlig foljd
a=z0<x <..<zp=">0.Givet a <b, c <d och uppdelningarna

a=rg<x <..<xH =0,
0 1 n (13)
c=yo <Yy < ...<yYm=d

delas den axelparallella rektangeln A = [a, b] X [¢, d] in i m X n st delrektanglar pa formeln [z;, zit1] X [y, Y;+1]
dér ¢ =0,....,n—1och j =0,...,m — 1. Dessa delrektanglar 6verlappar i kanterna, men kanterna har total
area 0.

Definition 2:

Lat A = [a,b] X [c, d] vara en axelparallell rektangel. En funktion ® : A — R benédmns som en trappformad
funktion om det existerar uppdelningar enligt:

a=rg< x| <..<xH =D,

c=yg <y < ..<Ym=d

sa att ® har ett konstant varde for alla halvoppna delrektanglar [x;, z;11) X [y, Yj+1)-
Definition 3:

Den tredje definitionen bygger vidare pa de tva foregaende och beskriver dubbelintegralen som en summa.
Lat A = [a,b] X [c,d] vara en axelparallell rektangel och ® : A — R en trappformad funktion med avseende
pa indelningar enligt ¢« = xo < 21 < z2 < ... <ap =bochc=yo < y1 < y2 < ... < Yy = d. Sétt ocksa ¢;;
till det konstanta vérdet av ® pa delrektangeln [z;, zi11) X [y, Yj+1), med ¢ =0,...,n —1;5 =0,...,m — 1.
Villkoren ger foljande definition av en dubbelintegral som en summa av axelparallella ratblock:

n—1m—1

//A O(x,y)dedy = Y cij (wirr — i) (Y41 — vj) (15)

i=0 j=0

Definitionen géller for alla partitioner av dubbelintegralen sa linge virdet pa ® dr konstant pa varje delrek-
tangel i partitionen.



Definition 4:

Den fjérde definitionen ber6r integrerbarhet fér funktioner av tva variabler 6ver axelparallella rektanglar. Lat
A = [a,b] X [c,d] vara en axelparallell rektangel och f : A — R vara en begrinsad funktion av tva variabler.
Funktionen f ségs vara integrerbar éver A om det for varje € > 0 finns trappfunktioner ® och ¥ pa A sa att:

L ®(z,y) < f(z,y) < V(z,y) V(z,y) €A (begrinsningen av f)
ii. [[\Wdrdy— [[, ®dxdy < e (for att talet e ska ses som godtyckligt)

Utifran de tva villkoren ovan definieras dubbelintegralen av f &ver A som:

// f(x,y)dzda::sup// ®dxdy = inf // U dx dy (16)
A o<f.JJA v>fJ)Ja

dér approximationen av dubbelintegralen blir mer korrekt ju fler rektanglar man integrerar éver.

4 Hwuvudsats: Satser 6.1.2 och 6.1.3

Huvudsatsen séiger att om vi har en axellparallell rektangel A = [a,b] x [¢,d] och en kontinuerlig funktion
f A — R, sa giller:

i. f dr integrerbar 6ver A

ii. bada de itererade enkelintegralerna fcd dy(f; flz,y) dx) och f; dx(fcd f(z,y) dy> existerar

il [f f(z,y)dedy = fcd dy(f: f(z,y) da:) = f: dx(fcd flz,y) dy) (Fubinis sats)

4.1 Bevis av i.

Beviset kan delas in i tva steg, dar ”steg 1”7 &r att hitta trappfunktioner ® och ¥ dér f punktvis ar nerat
respektive uppat begrinsad pa A, och ”"steg 2” ar att visa att skillnaden mellan dubbelintegralerna av dessa
begransningar inte éverskrider ett litet tal e. Forutséttningarna, f dr kontinuerlig och A &r en kompakt méngd
(ty sluten och begriansad), gor att f &r likformigt kontinuerlig. Beviset tar alltsa avstamp i att f &r likformigt
kontinuerlig, och utvecklas med teori féor dubbelintegraler 6ver axelparallella rektanglar tillsammans med
Weierstrass sats fran forra analyskursen. Weierstrass sats sédger att det finns minst ett storsta respektive
minsta virde for en kontinuerlig funktion pa en kompakt méngd.

4.2 Bevis av ii.

Hann inte med pa foreldsningen.

4.3 Bevis av iil.

Vi vill visa att oavsett om f &r kontinuerlig eller ej, sa géller (iii.) for en godtycklig integrerbar f som uppfyller
(ii.). Allt som allt sa ar det tillrickligt att visa att om ® och ¥ &r trappfunktioner dér ®(z,y) < f(z,y) <

U(z,y), s giller:
//Aé(x,y)dxdyﬁ/cd dy/abf(x,y)dxg//A\I/(x,y)dxdy, (17)

ty "det dr uppenbart” att Fubinis sats géller for trappfunktioner.



