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1 Clairaut’s sats

Sats: For varje funktion f(z) = f(x1,...,z,) av klass C* giller att f), = f..

Satsen sédger att ordningen man deriverar de partiella derivatorna med avseende pa x
och y inte spelar nagon roll da de dr av klassen C? och de blandade andraderivatorna ar
kontinuerliga. Detta kan bevisas genom att anvinda medelvérdessatsen fran envariabela-

nalysen och tillaimpa den 2 ganger.

Exempel:
fla,y) = 32" — 4y* — 7oy’

g—f = 6z — ldzy?
x
Z_f = —129% — 212%?
Y
0 0
%fx = %(Gm — 1dzy®) = 6 — 14y°
%fz = (%(6:1: — 14xy®) = —42zy?
0 0
%fy = %(—12y2 —212%y?) = —4229°
9 0 2 2 2 2
8_yfy = 8_y<_12y —21z7y®) = —24y — 42z°y



Som man kan se i exemplet innebér detta att man endast behover derivera de partiella

derivatorna 3 ganger och inte 4 for att ta reda pa alla.

2 Taylors formel

Taylors formel i flera variabler bygger pa den for envariabelsfallet, sa en kort recap:
Lat f: R — R vara k + 1 ganger differentierbar i en omgivning D av punkten x = a
och lat h > 0 vara tillrackligt liten sadan att [a — h,a + h] C D. Da géller att:

k j (k+1)

Jj=
for nagot & C (a,a + h). Om vi dessutom antar att f C CF, dvs att dess (k + 1):te
derivata &r en kontinuerlig funktion, da &r den (k4 1):te begrinsad i varje slutet intervall.

@ (g)
flatny~ 3 Ty 2)
j=0
Denna kallas Taylorapproximationen av grad k till f i punkten z = a. Ofta vill man ta
approximationen av grad 2 sadan att
f//( )

fla+h) = f(a)+ f'(a) - h+=——=h*+ O(h’) (3)

Funktioner av flera variabler kan ocksa Taylorutvecklas, for att underldatta med notationen
ska vi gora alla harledningarna for funktioner f(z,y) av tva variabler.

Vi studerar en funktion f(z,y) i ndrheten av en baspunkt (a,b), och reducerar pro-
blemet till envariabelfallet. Fixera h, k och betrakta funktionen F'(¢) av en reell variabel

t som ges av

F(t) = f(a+th,b+th). (4)

Antag I kan Taylorutvecklas till vilken grad som helst. Enligt ekvation (1)

k F j F(k+1)
=3 5 e 00 ”
= !

Uttryck derivatorna till F' i termer av fs partiella derivator. Sitt g1(t) = a + th, g2(t) =
b+ tk och konstatera att F'(t) = f(g1(t), g2(t)). Med kedjeregeln far vi alltsa:

F'(t) = fula+th,b+tk) - g1 (t) + fy(a +th,b+tk) - g5(t) = (hfe + kfy) . (6)

(a+th,b+tk)

Notera att om f € C*! s dr H.L. av ekvation (6) i C*. Symboliskt kan vi skriva
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F' =Df (7)
déir D : C**' — CF 4r en sa kallad differentialoperator,
0 0

D:h%—Fka—y. (8)

Konstatera att (7) géller for vilket som helst par (f, F) som &r relaterade enligt (6). Vi

ska nu visa induktivt att for varje 7 sa géller

. . . ) o\’
FY(t) = DI th,b+tk), D = ( h— + k— 9
()= D fla+ thb oh). D= (4 k) )
sa linge alla derivatorna finns. Uttrycket fér D7 kan utvecklas enligt binomialsatsen sa

lénge operatorerna 5% och a% kommuterar m.a.o. sa linge f € C’ enligt Sats 2.5.9. Om

f € ¢’ kan vi skriva

0 0
a = (a,b),h—(h,k),V— (3_x73_y) (10)
sadan att
0 0
D=h—+k—=h- 11
ox + oy v (11)
da kan ekvation (9) skrivas som
FO(t) = (h- VY f(a + th) (12)
I synnerhet for ¢t = 0 géller
FD(0) = (h- V) f(a) (13)

Antag nu att f € C*1. Vi kan siitta (13) i (5) for j = 0, 1, ..., k, sedan séitta t = 1 eftersom
F(1) = f(a+ h) sa far vi att

k .
B (h-V) (h-V)kL
dér £ dr pa rakstrackan mellan a och a + h. Detta kan dven skrivas som
f(h-V)
Fla+h)=)_ A f(a) + O(||h[). (15)
Jj=0 '

Sa en Taylorapproximation av grad 2, som en funktion av tva variabler blir:

fla+h,b+Fk) =f(f%b)+(hfx+k’fy)+%(h2fm+2hkfxy+k2fyy)( b)+O(Hh|!3)- (16)
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3 Klassificering av kritiska punkter

f ségs ha en kritisk punkt i € = a om Vf(a) = 0.

Det giiller att om f har en extrempunkt i punkten a &r a en kritisk punkt till f (OBS!
Omvéandningen géller €j).

Om vi antar att f &r av klassen C? (3 ganger kontinuerligt differentierbar) far vi med
hjélp av Taylors formel uttrycket (17):

fla+h,b+k)=f(a,b) + hf(a,b) + kf,(a,b)

17
+1/2(h” fu(a, b) + 20k foy (a,0) + K2 £ (a, b) + O(||R][*) "

Om vi sedan antar att (a,b) &r en kritisk punkt sa foljer det att V f(a,b) = (0,0). Det
vill sdga att f,(a,b) = f,(a,b) = 0. Da kan vi skriva som:

fla+h,b+k) = fla,b) = 1/2(h* fou(a, b) + 2hk fuy (a, b) + K* £ (a, b) + O([|R][*)

Hér ar V'L differensen mellan den kritiska punkten och punkter i dess omgivning, allméant
ar h och k mycket sma sa att omgivningen kan goras hur liten som helst. Om denna
differens &r positiv borde det innebéra att den kritiska punkten dr en minpunkt (eftersom
vérden i en omgivning av (a,b) ar storre). Likasa att en negativ differens innebér att (a, b)
ar en maxpunkt. Vi vill alltsa avgora tecknet for H L for att ta reda pa punktens karaktér.
Da konstanten (1/2) framfor de partiella andraderivatorna ér positiv paverkar denna inte
tecknet. Likasa kan vi bortse fran resttermen O(||h||?) da den oftast &r férsumbart liten.

Det intressanta i hogerledet ar alltsa
fre(a,b) + 20k oy (a,0) + k2 fyy(a, )
vilket adr pa den binéra kvadratiska formen:
Q(h, k) = Ah? + 2Bhk + Ck*

I denna ér A = f,,(a,b), B = fuy(a,b) och C = f,,(a,b).

3.1 Begrepp

Vi har féljande mojligheter:
Om Q(h, k) = Ah* + 2Bhk + Ck?* och (a,b) &r en kritisk punkt till f sa géller:

i) Q(h,k) ar positivt definit om det V(h, k) # (0,0) géller att Q(h, k) > 0. Da &r (a, b)
en minpunkt.
ii) Q(h, k) ar negativt definit om det V(h, k) # (0,0) géller att Q(h, k) < 0. Da &r (a, b)

en maxpunkt.



iii) Q(h, k) ar indefinit om det 3(hq, k1) s.a: Q(hy, k1) > 0 och A(ha, ko) s.a: Q(he, k) <
0. Da ér (a,b) en sadelpunkt.

iv) Q(h, k) ar positivt semidefinit om det 3(hy, k1) # (0,0) s.a: Q(hy, k1) = 0 och att
det V(h, k) giller att Q(h, k) > 0.

v) Q(h, k) dr negativt semidefinit om det 3(hy, k1) # (0,0) s.a: Q(hy, k1) = 0 och att
det Y(h, k) giller att Q(h, k) < 0.

I fall iv) och v) kan ingen slutsats dras om den kritiska punktens karaktdr. Man far
anvanda andra metoder.

For att faktiskt bestdimma vilken av de ovan ndmnda som Q(h, k) antar vid insittandet av
den kritiska punkten (a, b) kan man antingen kvadratkomplettera uttrycket och bestamma

karaktédren dérifran eller ocksa med hjélp av foljande mycket anvandbara sats:

3.2 Sats 1.
Om Q(h, k) = Ah? + 2Bhk + Ck? sa giller:

i) Om AC — B? > 0 och A >0 = Q(h, k) positivt definit = (a, b) minpunkt.

) Om AC — B? > 0 och A < 0 = Q(h, k) negativt definit = (a, b) maxpunkt.
iii) Om AC — B? < 0 = Q(h, k) indefinit = (a, b) sadelpunkt.

)

iv) Om AC—B? = 0 = Q(h, k) semidefinit = ingen slutsats kan dras om punkten (a, b):s
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karaktédr. Nar man far detta resultatet kan det vara bra att kolla pa resttermen eller

taylorutveckla till hogre grad.

4 Vektorvarda funktioner

Genom anvindning av linjér algebra kan manga egenskaper som géllde for skaldrvérda

funktioner:

F:R™ 5 R" (18)

déar n = 1, generaliseras till funktioner déar n > 1. Dessa kallas vektorvirda funktioner,
och &r funktioner vars viardeméngd ar n-dimensionella vektorer.

For att kunna gora generaliseringen ér begreppet differentierbarhet centralt, da det ur
differentierbaheten hos en funktion féljer t ex bade kontinuitet och senare att kedjeregeln
kan anvédndas. Per definition innebér det att om en given funktion F' &r differentierbar ér

ocksa dess komponenter (Fy, Fy, ..., F,) det.



4.1 Funktionalmatris

Begreppet funktionalmatris introduceras som namnet pa en matris som innehaller en
funktions alla partiella derivator, och betecknas med ett D. Funktionalmatrisen har det

allmanna utseendet

of ., OF
ox1 OTm
DF(x)=| : : (19)
OF, ,, OFa
ox1 O0Tm

dér raderna i matrisen &r gradienterna till funktionen och kolonnerna innehaller de
partiella derivatorna med avseende pa en viss variabel. Funktionalmatrisen dr anvindbar

da den innehaller mycket information om den givna funktionens beteende.

4.2 Kedjeregeln

I envariabelanalysen sag kedjeregeln ut pa foljande sétt

flg(@)) = f'(g(x)) - g'(x) (20)

och har ett liknande utseende med den mer allminna formen som anvands inom fler-

variabelanalysen, som istéllet har utseendet

D(F o G)(t) = DF(G(t)) - DG(t) (21)

dér F o G betecknar en sammanséittning av de vektorvirda funktionerna G och F'. D

betecknar funktionalmatrisen for dessa.

5 Implicita funktioner

Explicita funktioner ar funktioner vars funktionsvirde bestdams av ett uttryck med endast
invariabler, dvs de beroende och oberoende variablerna &r separerade av likhetstecknet.
Exempel pa explicita funktioner &r funktioner pa formen y = f(z). Explicita funktioners
varde ar alltid entydigt bestamt.

Implicita funktionter ar funktioner vars funktionsvérde istéllet bestdms av en relation
mellan funktionsvirdet och funktionens invariabler. En nivakurva till en funktion av tva

variabler,
frr(zy)=c (22)



dér ¢ dr en konstant, &dr ett exempel pa en implicit funktion i tva variabler. Vissa implicita

funktioner kan utan problem skrivas om som explicita funktioner, exempelvis y—x = 0 =

Y= .

(0,1)

(—1,0) (1,0)

(07 _1)
\

Ett mer problematiskt exempel &r enhetscirkeln, uttryckt som en implicit funktion

r(x,y) = 2% +y*> = 1. Om man férsoker skriva om det som en explicit funktion
Pry=1=y=+V1—a2 (23)

ser man att funktionsvirdet ej dr entydigt definierat. Om begrédnsningar sitts pa funktions-
méngden kan ekvationen dock uttryckas som en explicit funktion lokalt, dvs i en omgivning
av en punkt (a,b) € 22 + 3? = 1. Funktionen kan uttryckas explicit som y = /1 — 22
i en omgivning av alla punkter (a,b): b > 0 och som y = —/1 — 22 i alla punkter dér
(a,b): b > 0. De enda problematiska punkterna ar de diar b = 0, dvs punkterna (+1,0),
ty det finns ingen omgivning av dessa punkter dar funktionsvérdet dr entydigt bestamt.
Notera att detta &r eftersom funktionens tangent &r vertikal i de tva punkterna.

I fall med tva variabler ger den implicita funktionssatsen verktyg for att undersoka om
en implicit funktion f: r(x,y) = ¢ kan skrivas som en explicit funktion i en omgivning
av en punkt P = {(a,b): r(a,b) = c}. Om den sk implicita derivatan med avseende pa b,
fi # 0 kan funktionen skrivas explicit i en omgivning av P, givet att f &r deriverbar med
avseende pa b. Den implicita funktionssatsen kan generaliseras ytterligare till intervall av
invariabler och till godtyckligt antal variabler. I exemplet med enhetscirkeln &r f; = 2y
for alla punkter pa kurvan och foljaktligen ér f, = 0 for y = 0. Implicita funktionssatsen
bekriftar alltsa att enhetscirkeln ej kan skrivas som en explicit funktion i punkterna
(£1,0).



6 Funktionaldeterminant

Ett specialfall for funktionalmatriser &r da n = m. Vi definierar ett nytt begrepp funk-
tionaldeterminanten. Lat F' : R® — R™ vara ett differentierbart vektorfalt. Da ar

funktionalmatrisen:

det(DF(a)) = dF(a). (24)

Begreppet ar vildefinierat eftersom funktionalmatrisen dr en n X n matris och i punkten
a antar varje index i matrisen ett tal vilket gor att determinanten kan berdknas.

For funktionaldeterminanten for en sammansatt funktion dar

G:R" - R?, F:R7— R™, p=q och teR"
géller:
dF(G(t)) = det(DF(G(t))) = det(DF(G(t)) - DG(t)) = dF(G(t)) - dG(t) (25)
def kedje determinant linjaritet

Anta att A dr en kvadratisk matris. Da finns en sats fran linjar algebra med tre

ekvivalenta pastaenden som séger:

i) det(A) #0
ii) Matrisen A ar inverterbar

iii) Avbildningingen & — Az &r bijektiv

Detta 6versitter tyvirr inte helt till flervariabelsanalysen. Aven om dF(a) ér en inverter-
bar matris i varje punkt a ar det inte garanterat att avbildningen @ +— Ax ar bijektiv i hela
R”. Daremot kan man med hjélp av inversa funktionssatsen visa att om det(DF(a)) # 0

ar avbildningen @ +— Ax bijektiv i en omgivning av punkten a.

7 Koordinatbyte

Vi vill kunna byta mellan koordinater, till exempel (x1, ..., z,,) = (1, ..., yn) dér varje y;

beror av de gamla variablerna

Y = y1(@1, ...y Tp)

Yn = Yn(T1, ..o, Tp).

Hur vet man att det &r ett giltigt byte? For ett giltigt byte géller att avbildningen  — y

ar injektiv(dar @ = (x4, ..., z,) och y = (y1, ..., ¥»)). Fran inversa funktionssatsen fas att



avbildningen dr bijektiv i en omgivning av punkten a om dF'(a) # 0. Lite notation ger

nu att o )
Yiy -y Yn
dF = —/———, 26
(T, .oy Tn) (26)
dér 3((31—?2)) ger en n X n matris. Med denna notation kan man &ven skriva kedjeregeln
som: 5 P
Yy Yy ox
-~ _J == 27
ot Ox Ot’ (27)

dér det ar vanlig matrismultiplikation mellan termerna i hogerled.
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