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1 Implicita funktionssatsen

1.1 For tva variabler

Nivakurvor till funktioner av tva variabler kan inte alltid uttryckas explicit som
en funktion av en variabel. En implicit funktion kan ge flera funktionsviarden
for varje argument. Betraktas enhetscirkeln, F(z,y) = 22 + y? = 1, ir det
uppenbart att denna inte utgdér nagon funktionsgraf da den for —1 < z < 1 ger
tva funktionsvirden for varje x. Daremot kan man lokalt, i en omgivning till en
punkt pa kurvan, tolka kurvan som en funktion y = f(«). Punkterna (—1,0) och
(1,0) &r exceptionella. Det finns inga omgivningar till dessa punkter dar F(x, y)
entydigt definierar en funktion y = f(x). I dessa punkter pa kurvan ér gradienten
horisontell och tangenten vertikal. Det visar sig att villkoret Fy(a,b) # 0 &r
avgérande for att, i en omgivning till punkten (a,b), kunna betrakta kurvan
som grafen till en funktion y = f(z).

Lat F(z,y) vara en ¢ '-funktion och (a,b) en punkt pa nivikurvan F(z,y) = C.
Om

Fy (CL, b) 7é 07
sa finns en 6ppen omgivning U av (a, b) sddan att restriktionen av nivakurvan till

U implicit definierar en ¢!-funktion y = f(z). For derivatan av denna funktion
géller

fla) = -7 (1)

Hérledningen till derivationsformeln i satsen bygger pé kedjeregeln, vilket i detta
sammanhang bendmns implicit derivering. For funktionen y = f(x) géller att
F(z, f(z)) = C for alla x néra a. Deriveras den senare med avseende pa x
fas:

Fo(z, f(2)) - 1+ Fy(@, f(2)) - f'(z) =0, (2)

vilket direkt ger derivataformeln (1).

1.2 For n variabler

Lat F(x1, ..., ¥,) vara en ¢ -funktion och a = (ay, ..., a, ) en punkt dir F(z1, ..., x,)
= C. Om

Fy,.(a) #0
s finns en 6ppen omgivning U av a sadan att restriktionen av nivaytan till U im-

plicit definierar en ¢! -funktion av n—1 variabler, x5, = fx(T1, ., Tk—1, Thi1s e Tn)-
For denna funktions partiella derivator géller

of _ Fu
&rj - Fajk'

Den implicita funktionssatsen séger att det, for en funktion av n variabler, &r
tillrackligt att nagon av de partiella derivatorna i en punkt &r nollskild for att



man lokalt i en omgivning till den punkten ska kunna eliminera denna variabel
och uttrycka den som en funktion av de Gvriga variablerna. Till exempel &r
det tillriackligt for funktionen F(x,y,z) att F,(a,b,c) # 0, {or att man lokalt
kring punkten (a,b, ¢) ska kunna betrakta F'(x,y,z) = C som en funktionsyta

z= f(z,y).

2 Introduktion till dubbelintegraler

Inom integralkalkyl i en variabel ligger begreppet antiderivata till grund for inte-
gralkalkylens fundamentalsats, vilken séger att definita integraler kan beréknas
enligt

b
/ F(@)dz = F(b) — F(a), dar F'(z) = f(z). (3)

Under tidigare veckors forelasningar har det redogjorts for att envariabelanaly-
sens begrepp derivata saknar direkt motsvarighet fér funktioner av flera variab-
ler. Det samma géller dven for begreppet antiderivata, vilket gor att fundamen-
talsatsen inte kan nyttjas for berdkning av definita dubbelintegraler.

Liksom envariabelanalysens informella definition av integralen som ”arean un-
der grafen” kan flervariabelvirda funktioners integral informellt definieras enligt
foljande:

Lat omradet D C R? vara slutet, begrinsat och sammanhingande och z =
f(z,y) : D — R. Da kan dubbelintegralen av f 6ver omradet D definieras
som

// f(z,y) dx dy = "den tecknade volymen mellan z = f(z,y) @)
D

och omradet D i zy-planet.”

Intuitivt kan dz och dy tillsammans med z = f(z,y) tédnkas utgora ett rat-
block, dér z dr hoéjden och dx dy en infinitesimal basarea i xy-planet. For att
gora den informella definitionen rigorés behover trappfunktioner ® och ¥ intro-
duceras.

2.1 Definition av trappfunktion

En trappfunktion ® ar definierad pé ett omrade A och ar en funktion av tva
variabler, dir A &ar en axelparallell rektangel

A={(z,y)|a<z<b c<y<d}.
Nér A utan dess topp- och hogerkanter delas in i mindre delrektanglar

Ay ={(z,y)| zic1 <z <y, yj—1 <y <y},



dira=2y<zr1<..<xp=bochc=yy <y <..<ym=dsamt 1 <17 <
noch 1 < j < m, antar ® ett konstant virde ¢;; da (z,y) € Ay;.

Dubbelintegralen av trappfunktionen ® &ver omradet A ges av en summa av
alla "héjder” ¢;; multiplicerat med alla "basareor” Area(A;;) = p(A;;) = (x; —

zi-1)(Y; = Yj-1)-
JIRCEXIECTED Sr e 6)

Intuitionen att en dubbelintegral bestar av en summa av ratblock visas i ekvation
(5) ovan.

2.2 Definition av integrerbarhet

En begrinsad funktion f(z,y) : A — R sigs vara integrerbar éver en axelpa-
rallell rektangel A om det for varje € > 0 finns trappfunktioner ® och ¥ pa A
sadana att:

(i) ®(z,y) < fz,y) < V(z,y) V(z,y) €A
(ii) [[\¥(x,y)dedy — [[, ®(z,y)dedy < e.

Dubbelintegralen av f &ver A definieras i sa fall enligt

// flx,y)dedy def sup// (z,y) dxdy = 1nf // U(z,y)dz dy.
A o< f

3 Fubinis sats

Fubinis sats dr en metod for att berdkna dubbelintegraler. Den grundar sig i att
man kan skriva om dubbelintegraler till itererade enkelintegraler och integrera
forst med avseende pa ena variabeln sedan med avseende pé den andra.

3.1 Axelparallela rektanglar (Sats 6.1.2, 6.1.3)

Om f(z,y) &r en kontinuerlig funktion av tva variabler f : A — R och mingden
A dr en axelparallel rektangel A = {(x,y)|a < x < b, c <y < d} s& géller

/Af(wyy)d:vdy=/:(/cdf(x,y)dy> dx:/cd(/abﬂx,y)dm) dy. (6)

Intuitivt kan uppdelningen av den volym som dubbelintegralen utgor ses som
att man forst delar in volymen i odndligt manga infinitesimala skivor i z-led
och sedan i y-led, eller vice versa. Det tankesdttet tydliggor att integrations-
ordningen inte spelar nagon roll eftersom vilken axel man skir ldngs forst ar
irrelevant.



3.2 Bevis (Sats 6.1.2 6.1.3)

For att bevisa sats 6.1.2 och 6.1.3 krévs att foljande punkter visas

(i) f &r integrerbar Gver A

(71) de itererade enkelintegralerna fab ( fcd flz,y) dy) dx och

fcd (fab f(z,y) dl‘) dy existerar

(éi1) (Fubinis sats)

//Af(l‘,y)dxdyZ/ab(/cdf(x,y)dy) de —
[ ([ swac)an

Bevisidén for (i) grundar sig pa att stinga in [, f(z,y)dz dy mellan trapp-
funktioners integraler, vars differens enligt 2.2 punkt (i) skall kunna goéras god-
tyckligt liten. Funktionen f forutsitts vara kontinuerlig och eftersom A &r en
kompakt méngd gbr det att f &r likformigt kontinuerlig pa A. Vidare antar
[ ett storsta och minsta varde — C; och c¢;; — pa varje delrektangel A;;.
Trappfunktionen W sétts till att vara lika med C;; och @ till ¢;; pa A;; och
saledes ar 2.2 punkt (i) uppfylld. Av f:s likformiga kontinuitet foljer det att
differensen mellan [, ¥(z,y)dzdy och [[, ®(x,y)dz dy blir allt mindre, nér
partitionerna forfinas.

(7)

Punkt (7) visas med hjalp av kunskaper fran envariabelanalysen upprepade tva
ganger om. Det konstateras att for ett fixt y dr f(x,y) en kontinuerlig funktion

av en variabel. Dédrav existerar fab f(z,y)dx =: A(y). Det aterstar nu att visa
att A(y) ar en likformigt kontinuerlig funktion. Likformig kontinuitet visas med
hjalp likformig kontinuitet hos f sjilv pa det kompakta omradet A.

For beviset av (iii) antas att (i) och (ii) géller. Det behdvs da visas att trapp-
funktionerna ® och ¥ déar ¢ < f < U ger

//A O(z,y)drdy < /Cd (/ab f(z,y) d:c) dy < //A U(x,y)drdy.  (8)

Uttrycket nedan foljer av definitionen av en dubbelintegral av en trappfunktion
samt att & < f punktvis:

//Atb(x,y)dzdyz/cd(Lb®(z,y)dx> dyé/cd(/abf(z,y)dx) dy. (9)

Med det ar den vénstra olikheten visad. P4 samma sitt visas den hogra.



3.3 Allméinna omraden (Sats 6.2.4)

Lat D = {(z,y)|a <z < b, ax) <y < ()} dir a(x) och S(z) ar kontinuerliga
funktioner med «a(z) < S(x) pé intervallet [a,b]. Om f(z,y) &r kontinuerlig och
f: D — R sa géller

faydedy= [ ([t dy) do (10)
/. [ (L,

Omradet D som integreras over kan ses som ett omrade begrinsat av a(z) och
B(x) langs y-axeln och a och b lings z-axeln. Ett omrade séigs vara reguljirt
i z-led d& det kan delas upp i dndligt manga delomraden pa formen D; =
{(z,y)]a; <x < b, ay(x) <y < Bi(x)}. En dubbelintegral 6ver ett omrade som
ar reguljart i z-led kan integreras forst med avseende pé y och sedan x. Tvirtom
géller for en dubbelintegral 6ver ett reguljart omréade i y-led. Ett omrade som
ar reguljart i bade z- och y-led kallas reguljart. En axelparallel rektangel &r
det enklaste exemplet péa ett reguljart omrade. Den kan som nadmnts tidigare
integreras med avseende pa x eller y forst.

4 Beriakning av dubbelintegral med inspektion

Berakning av dubbelintegraler med hjélp av inspektion innebér egentligen att de
16ses utan att anvinda nagon direkt rakning. Genom den informella definitionen
av en dubbelintegral, att den &r en tecknad volym, kan de i vissa fall beriknas
med hjilp av endast linjiritet och symmetrier.

Linjéritet innebédr att en dubbelintegral kan skrivas isdr pa féljande vis:

//Jj(af-Fﬁg)d:vdyZa//Dfdxdy—kB//ngxdy. (11)

Denna likhet géller eftersom integration ar en linjar operation pa funktioner
och att definitionen fér en dubbelintegral &r att den &r en tecknad volym. Om
negativa areor och volymer betraktades som positiva, skulle inte denna linjari-
tetsegenskap gélla.

Definitionen for dubbelintegraler gér ocksa att de kan berdknas med hjilp av
symmetrier. Foljande dubbelintegral &r ett exempel pa detta. Lat D = {(z,y) :
—5<ax <17, —m <y <7} Daér

// 1% da dy = 0, (12)
D

ty D #r symmetrisk kring z-axeln och 2'%y?° &r en udda funktion pa D med

avseende pa y. Symmetrin leder till att dubbelintegralen blir lika med noll och
den &r 16st utan att nagon egentlig rdkning genomforts.



Alla dubbelintegraler gar inte att fullstdndigt 16sa med hjélp av inspektion, men
ibland kan dubbelintegraler, som annars hade varit nést intill omdjliga att 16sa,
forenklas avsevért och delvis 16sas for att sedan kunna berdknas med andra
metoder, som Fubinis sats.

5 Variabelbyte i dubbelintegraler

Lat
x = g(u,v)
y = h(u,v)
vara en bijektiv @ '-avbildning av ett Gppet begrinsat kvadrerbart omrade E

i uv-planet pa ett motsvarande omradde D i zy-planet, sidan att J(u,v) =

G4 £01 E. Da éir

//Df(x,y)dxdy://Ef(g(um),h(u,v))|J(u,v)\dudv. (13)

Notera att kravet pa funktionaldeterminanten dr nédvandigt for ett giltligt va-
riabelbyte. Beloppet av funktionaldeterminanten, |J(u,v)|, kan tolkas som are-
aforéndringen for avbildningen fran varje infinitesimal area i xy-planet till uov-
planet.

6 Integration med hjalp av nivdkurvor

Lat g : R? — R vara en %*-funktion av tva variabler, h : R — R vara en %°-
funktion av en variabel och D C R? vara en kompakt kvadrerbar méngd. Antag
att a < g(x,y) < bV (z,y) € D och satt A(u) = Area({(z,y) € D : g(z,y) <
u}). D4 géller att

//Dh(g(x,y))dxdy:/abh(u)A’(u)du. (14)

Forusatt att det d&r mojligt att ta fram en explicit formel for arean reducerar
alltsa satsen dubbelintegralen till en enkelintegral. Det ar viktigt att vara upp-
méarksam pa att satsen enbart géller integrander pa den specifika formen h o g,
dér h ar en funktion av en variabel.

7 Generaliserade dubbelintegraler

Det finns tva anledningar till att integralbegreppet behéver generaliseras:

(i) For att omradet vi integrerar 6ver innehéller punkter dar funktionen har
“vardet” +oo, eller for att



(#1) doménen vi integrerar funktionen 6ver ar oéndligt stor.

I://Df(x,y)dxdy

da det ingér en punkt (a,b) i D s.a. f(a,b) = £oo tar vi gransvirdet

lim/ f(z,y) dz dy,
D\E

e—=0

For att definiera

dir F &r mingden punkter vars avstand till (a,b) & mindre &n e. Det andra
fallet definieras &ven det genom ett grénsvdrde, men dér técks istéllet D av
en vixande odndlig serie med méngder vilka tillsammans kommer técka hela
D.

I praktiken s& loses dessa uppgifter oftast genom att man med hjalp av Fubinis
sats integrerar en variabel i taget, och d& behandlas dessa generaliserade inte-
graler pa exakt samma sétt som vi dr vana vid fran envariabelanalysen. Nér
man gor detta kan man hamna i situationerna att

e man far ett konkret virde da man satter in konkreta vérden,

e integralen far virdet £oo om man sétter in en term/faktor med vérdet
+00 eller delar med 0.

e integralen blir obestdmd da en primitiv funktion blir obestdmd da man
gar mot grinsen av intervallet (som i fallet av lim,_,, sin x).

En generaliserad integral som visar sig ha betydelse for rdkning med normaldis-

tributioner med mera, &r
// e Y dy dy. (15)
]RZ

For att 16sa denna integral borjar vi med att byta till polara koordinater:

27 [e’e)
/ / e rdrdf.
o Jo

Vi gér nu variabelbytet u = r2 och far

27 - ;/000 e tdu=m[—e"® - (=€")] =m. (16)

Enligt Fubinis sats sa &r

// e~ g dy = </ e da:) (/ eV dy) ,
R2 —00 —00

s& ekvationerna (15) och (16) medfor att
/ e dr = /7. (17)

Detta kallas Gauss formel och den hjilper bland annat oss att ta fram formeln
som beskriver normaldistributioner.



