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1 Implicita funktioner

Den implicita funktionssatsen anvinds for att ta reda pa om funktionen av n
antal variabler kan implicit definiera en funktion av n— 1 antal variabler i nagon
omgivning av en punkt (a,bd). Enhetscirkeln #r ett enkelt exempel, funktionen
av 2 variabler F(z,y) = 2% + y? = 1 kan definieras som tva funktioner av en
variabeld++/1 — 22. Problemet uppstar eftersom det inte finns nagon omgivning
till punkten (£1,0) dér y dr entydigt bestimd av x. Det dr ocksa de enda tva
punkterna da tangenten till enhetscirkeln &r horisontell och didrmed ocksa da
gradienten &r noll. Nedan &r satsen formulerad for fallet n = 2.

Sats 3.4.3

Lat F(z,y) vara en C* funktion av tva variabler och (a,b) € R? en punkt pa
nivakurvan F(z,y) = C. Om Fy(a,b) # 0, da finns det en omgivning u av (a, b)
s& att restriktionen av nivdkurvan till u definierar en C! funktion y = f(z).
Derivatan av denna funktion &r lika med f(z) = —I%'.

2 Intuition av integraler i flervariabel

Informellt kan det sigas att dubbelintegralen dr volymen begrinsad av grafen
z = f(x,y) och omradet D i xy-planet. Detta kan i sin tur anviindas for att
16sa en viss typ av integraler genom enbart inspektion. Dock finns det en mer
formell definition.

3 Dubbelintegraler

Det finns fyra olika sétt att 16sa dubbelintegraler pa.
A - Inspektion

e Utnyttja definitionen av en dubbelintegral som en tecknad volym.

e Utnyttja symmetri av exempelvis udda/jimna funktioner.



e Utnyttja linjéritet, vilket gor att integralen kan skrivas om som:

//[)(af(x,y)+5g(x,y))d:cdy:a//D f(x,y)dxdy+/3//Dg(x,y))dxdy.
(1)

B - Fubinis sats (sats 6.1.2, 6.1.3, 6.2.4)

Steg 1 Axelparallella rektanglar.

Detta innebér att omradet D som begriansar volymen &r en rektangel och ef-
tersom sa ar fallet kan den integreras med avseende pa en variabel i taget och
betrakta den andra variabeln som en konstant. Vad det hér innebér &r att dub-
belintegralen kan ses som en sammanslagning av tva enkelintegraler, vilket gor
att det inte heller spelar roll vilken variabel som forst integreras med avseende
pa. Detta kan pa sa sétt vara ett tillfalle att stanna upp och fundera ut vilken
av de tva vigarna som #r enklast for att géra berdkningen mer behaglig. For
den formella satsen, se sats 4 nedan.

Steg 2 Fubini for reguljira omraden.
Definitionen for ett reguljart omrade lyder. D ségs vara reguljirt i x-led om D
kan partitioneras i dndligt manga delomraden. Dér varje enskilt delomrade har
formen.

Di = {(z,y) | a<z<b, ai(z) <y < Bi(x)} (2)

Dir alpha- och betafunktionen #r C! funktioner av en variabel. P4 samma siitt
definieras D som reguljart i y-led. D ségs vara reguljiart om det bade r det i =
och y-led som visas pa samma sidtt. Nu kan vi anvénda sats 6.2.4 nedan.

C - Variabelbyten (sats 6.4.6)

Variabelbyten kan exempelvis anvindas for att byta fran kartesiska till poldra
koordinater och medfor att dubbelintegralen far nya grianser samt att en faktor,
Jacobianen, tillkommer for att anpassa for skillnaden mellan variablerna.

D - Nivakurvor (Formel 29, s.271)

Med forutsdttningarna att dubbelintegralens integrand dr en funktion h(g(zx,y)),
dér h &r en funktion av en variabel och att omradet som integreras 6ver har en
geometriskt form vars area kan beriknas, kan nivakurvor till g(z,y) anvindas
for att berdkna integralen.

3.1 Fubinis sats
3.1.1 For axelparallella rektanglar

Satser 6.1.2, 6.1.3
Lat A vara en axelparallell rektangel pa x,y-planet dér a,b,c,d € R sa att

A={(r,y)|a<z<b c<y<d} (3)



Om f: A — R ar en kontinuerlig funktion géller

//Af(x,y) dzdy/cddy (/abf(x,y) dm) /abdg: (/Cdf(x,y) dy>, (4)

Dubbelintegralen delas upp i tva enkelintegraler och kan intuitivt tolkas som att
volymen forst skivas upp i z-led och sedan skivas upp i y-led. Forst berdknas den
inre integralen med dx dir y ar fixt, vilket efter berékning ldmnar en funktion
av y till integralen dy. Satsen visar édven att ordningen pa vilken integral som
berdknas forst inte spelar nagon roll. Fubinis sats for axelparallella rektanglar
dr endast ett specialfall av reguljira omraden.

3.1.2 For reguljara omraden

Sats 6.2.4
Lat D vara en kompakt méingd pa x, y-planet,

D={(z.y) |a<z<b, a(z) <y < Bla)} (5)

dér a(x) och B(z) ar kontinuerliga funktioner s& att a(x) < S(x) pa hela inter-
vallet « € [a,b]. Om f : D — R &r kontinuerlig, géller

//Df(x,y) dxdy/abd:c </::)f(x,y) dy) : (6)

Likt Fubinis sats for axelparallella rektanglar delas dubbelintegralen upp i tva
enkelintegraler, dar skillnaden &r att omradet D &r nu begrinsat av funktioner
a(z) och B(x) i y-led. P4 samma siitt kan ett omrade D istéllet vara begrinsat
av funktioner i z-led.

3.2 Variabelbyten

Sats 6.4.6

Lat {z = g(u,v),y = h(u,v)} vara en bijektiv C'-avbildning av ett 6ppet
begrinsat kvadrerbart omrade E i uv-planet pa ett motsvarande plan D i xy-
planet sadana att Jacobianen J(u,v) = % # 0. Da giller fsljande:

//D [z, y)dedy = //E flg(u,v), h(u,v))|J (u,v)|dudv (7)

Forutom den noterbara férédndring som sker i dubbelintegalens gréinser da
omradet #ndras fran D till E, &r det Jacobianens tillkomst som &r svarast
att forsta intuitivt. For att belysa Jacobianens part kan ekvationen informellt
skrivas pa foljande sétt:

dxdy = |J(u,v)|dudv (8)



Fran linjar algebra ar det kdnt att en determinant utgor en forstoringsfaktor
vid en linjir transformation. Da Jacobianen &r funktionaldeterminanten for
sambandet mellan variablerna (z,y) och (u,v) representerar den féréindringen
i arean mellan dxdy och dudv. Ett mycket vanligt variabelbyte &r bytet fran
kartesiska till poldra koordinater, dxdy = rdrd¢, dar Jacobianen blir r.

Berékning av Jacobianen, givet x och y i termer av u och v, gors enkelt
genom utrdkning av funktionaldeterminanten. I fallet da w och v &r givna i

dwy) — _1 _ anyindas, vilket giller da
a(u,v) d,Eu,m; >
[(z,y

termer av x och y kan knepet att

det(A™1) = #(A) for linjéra avbildningar A.

Exempel
Foljande dubbelinntegral lampar sig vél for ett variabelbyte till poldra koordi-

nater:
// g2e® Y’ dzdy (9)
D

D = {(z,y)|z* +y* < 25,y > |z} (10)
x=r1-cos(h)
{yr~sin(9) (1)

Med vetskapen om att 72 = 22 + y2 och genom uppritning av omradet kan
grénserna for omradet med de nya variablerna bestdmmas. Da Jacobianen vid
byte till poldra koordinater ar r &r kan nu dubbelintegralen skrivas som:

5 p3F .
/ / r3cos®(0)e” dfdr (12)
o Jg

Denna dubbelintegral kan sedan l6sas m.h.a Fubinis sats.

3.3 Dubbelintegraler m.h.a nivakurvor

Formel 29, s.271

Lat g : R?> — R vara en C'-funktion av tva variabler, h : R — R en C°-
funktion av en variabel och D C R? en kompakt, kvadrerbar mingd. Antag att
a < g(x,y) <b,V(x,y) € D. Sitt A(u) := Area({(x,y) € D : g(z,y) < u}). Da
géller att:

//D hg(z,y))dzdy = /ab h(u) A’ (u)du (13)

I ekvationen &r det noterbart att dubbelintegralen, som kan beskrivas som
en volym, skrivs om till en enkelintegral, vilket implicerar att &ven enkelintegra-
len beskriver en volym. Begriansningarna av omrade D #r de tva nivakurvorna
g(z,y) = a och g(z,y) = b. Da A(u) &r den area i omrade D som begrinsas
av nivakurvan g(z,y) = u, r dA(u) = A’(u)du den infinitesimala arean mellan
nivakurvorna g(x,y) = u och g(x,y) = u + du. Omrade D delas saledes upp i



infinitesimala areor mellan nivakurvorna g(z,y) = a och g(z,y) = b. I enkelin-
tegralens integrand utgér h(u) hojden for varje del, som dr konstant for varje
enskild del da &ven w &r det. Varje del blir darfér en infinitesimal volym som
integreras mellan grinserna a och b och bildar den totala volymen som beskrivs
av dubbelintegralen.

For att metoden med att anvidnda nivakurvor for att 16sa dubbelintegraler
ska vara mojlig forutsitts det att dubbelintegralens integrand ska kunna skrivas
som h(g(z,y)), dér h &r en funktion av en variabel. Dessutom behdver omradet
D vara utformat pa sa vis att en explicit formel ska kunna tas fram for arean

A(u).

Exempel
Berikna:

 dzdy
// (1+ (z +29)?)° (4
D ={(@yle>0,y>0,1>z+2 <2 (15)

For att uttrycket ska sta pa formen h(g(z,y)) dr g(x,y) = = + 2y och h(u) =
m. D& omradet bildar en rand lings med hypotenusan av en ratvinklig

triangel kan dess area med enkla medel réknas ut geometriskt. Vid utréikning
av denna area fas det att A(u) = u?/4 — 1/4 vilket implicerar att A’(u) = u/2.
Integrationsgranserna fas fran omradet D och &r noterbart 1 & 2, vilket ger

foljande enkelintegral:
2
u/2
————d 16
| i 1o

Denna enkelintegral kan sedan l6sas m.h.a tidigare vilkdnda metoder.

3.4 Generaliserade dubbelintegraler

Dubbelintegralen
J[ #aizay (1)
D
ar generaliserad da omradet D antingen &r:

1. ett begrinsat omrade, men f &r obegridnsad i en eller flera punkter pa
omradet D.

2. ett obegrénsat omrade i xy-planet.

Da kan gransvirdet av dubbelintegralens viarde undersokas om det existerar.
Genom att tillimpa tekniker som exempelvis Fubinis sats kan dubbelintegralen
reduceras till en enkel-integral. Da kan integralens grénsvarde undersokas, med

hjélp av fall 1:

1

t<—1

lim [ z'dr = {—HX) (18)
e—0 /. o t>—1



och fall 2:

h
t>—1
lim zrldr = _EC;O’ - (19)
h—oo Jq 7t+17t<71

3.4.1 Definitioner

For att bevisa foljande huvudsats behovs det ett par definitioner. Lat A =
[a,b] X [c,d] vara en axelparallell rektangel, och f : A — R en kontinuerlig
funktion. Da géller att:

1.
f &r integrerbar gver A (20)
2.
De itererade enkel-integralerna existerar
d b b d (21)
[ av( [ swwis) = [Cao( [ sy
3.

vubin: [ o,y = /j " ( /a"f(x,y)dx> 22

Vi later A = [a,b] X [¢,d] vara en axelparallell rektangel.

Forst behover vi definiera vad en trappfunktion ¢(x,y) dr. En trappfunktion
ger ett konstant virde pa varje delrektangel eller mer specifikt varje héger och
ovansida pa varje rektangel sett fran ett xy-plan. Detta &r for att en sida bara
ska kunna definiera en delrektangel och inte flera. Vilket med andra ord mot-
svarar hojden pa varje delrektangel som finns i det omradet som begriansas av
den axelparallella rektangeln och den funktionen av tva variabler som vi har.
Volymen pa den area som i sin tur bildas av dessa n st rektanglar blir saledes

1m—1
> i (@ivn — ) (Yie1 — y)) (23)
1 j=0

i

Dér ¢;; dr vérdet pa trappfunktionen for den ij:te rektangeln. Later man sedan
dessa rektanglar blir sma, infinitesimalt sma vilket gor att rektanglarna gar mot
att bli odndligt manga. Detta gor att summan ovan 23 definieras av foljande

dubbelintegral 24.
| otz (24

Dér dxdy dr den infinitesimalt lilla arean och ¢(x) dr hdjden vilket bildar en
volym.

Vi behover ocksa veta definitionen for nér en funktion f &r integrerbar. Detta



dr den om det for varje € > 0 finns trappfunktioner ¢ och ¢ pa den axelparalella
rektangeln A sa att:

6<f<v och / /A (e, y)dady — / [ sepieay<e @

Ar detta fallet sa definieras virdet av integralen av f som supremum av inte-
gralen av ¢-integralen eller infimum av i-integralen. Detta eftersom integralen
ar begriansad bade ovan- och underifran.

3.4.2 Huvudsatsen

For att sedan bevisa 1 i huvudsatsen later vi e > 0 och vi maste hitta trappfunk-
tioner ¥, ¢ sé att ¢ < f < 1 punktvis pa A och att differensen mellan :s och ¢:s
dubbelintegraler &r < e se (25). Vidare eftersom f &r kontinuerlig och A &r en
kompakt méngd &dr f likformigt kontinuerlig. Detta hjdlper oss att dra slutsat-
sen att det for alla epsilon finns ett delta sa att. | f(z1,y1) — f(22,y2)| < m

da |(z1,y1) — (z2,2)| < d pa A.

Vilj nu varje delrektangel i A sa att diagonalen i den rektangeln &r mindre
dn J. Eftersom &r f &r kontinuerlig sa antar bade f ett storta védrde (Cy;) och
ett minsta virde (c;;) pa varje enskild delrektangel. Detta gor att for varje
delrektangel ar:
C.. —cii < ;
YT Area(A)
Definierar vi nu trappfunktionerna som dessa max- och min-virden &r det up-
penbart att ¢ < f < 4. Utifran definitionen av dubbelintegralen far vi nu.

(26)

n—1m-—1
// Y(z, y)dzdy —// $(w,y)drdy = Y (Cij = cij) - (i1 — ) (yj1 — ¥5)
=1 7=0
< Area ; XZ:O Tiy1 — i) (Y1 — j) (27)

=——— Area(A) = V.SV

Area(A) (A)=e
Beviset for 2 tas inte upp i denna sammanfattning eftersom det inte dr examiner-
bart och 3 &r en direkt konsekvens av hur en dubbelinegral av en trappfunktion
definieras.



