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1 Inledning

Det hér dr en sammanfattning av grupp 2D:s tavelpresentation fredagen den 29 januari.
I texten behandlas bland annat Clairauts sats, lokala extrempunkter, Taylorutveckling i
flera variabler och vektorvérda funktioner.

2 Clairauts sats, transformationer och kedjeregeln

2.1 Clairauts sats

For vissa partiella differentialekvationer kan berdkningar simplifieras signifikant med ett
variabelbyte som genomférs med en transformation. For transformationen utnyttjas vid
behov Clairauts sats:

SATS 2.5.9. Lat D ¢ R? vara en domén och f: D — R. Om f € C?(D) sa giller for alla
(a,b) e D

fxy(aab) = fyx(aab) (1)
For sérskilda funktioner dr det uppenbart sant att ekvation géller, exempelvis for

funktionen f(x,y) = x +y for alla punkter, men for att visa att ekvationen géller gene-
rellt kravs ett formellt bevis.



2.2 Bevis av Clairauts sats

BEVIS. Tva funktioner av en variabel definieras enligt

F(z)=f(x,b+h) - f(x,b)
G(y) = f(a+h,y) - f(a,y),

dér F och G &r deriverbara eftersom f € C2. Det kan nu konstateras att

F(a+h)-F(a)=G(b+h)-G(b).

Vidare utnyttjas medelvardessatsen som ger
F(a+h)-F(a)=h-F'(a+61-h), 360, €(0,1).
Nar uttrycket skrivs om med f fas istéllet:

Fla+h)-F(a)=h-(fs(a+61-hb+h) - fu(a+0; h,b))

Medelvardessatsen anvands pa samma satt for G vilket ger:
Gb+h)-Gb)=h-G'(b+0s-h)=h-(fy(a+h,b+0s-h)- f,(a,b+63-h)),
365 ¢€(0,1)

Insdttning av och i ger @:
fo(a+61-h,b+h) - fr(a+61-h,b)=fy(a+h,b+62-h) - f,(a,b+02-h)

(6)

Eftersom f € C? kommer f,, fy € C' och dirmed kan medelvirdessatsen anvindas ytter-

ligare en gang for att fa uttryck for f.,:
fz(a+01-h,b+h)— fo(a+61-h,b)=h-fry(a+01-h,b+6s5-h),
3603 ¢€(0,1).
Samma procedur genomfors for att fa ett uttryck for f,,:
fyla+h,b+6s-h)— fy(a,b+02-h)=h- fy(a+0s-h,b+6s-h),
304 €(0,1).
Insdttning av och i @ ger @D

fxy(a+91-h,b+03-h):fyz(a+04-h,b+02-h)
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Det aterstar nu att lata h — 0, vilket resulterar i att

(a+04-h,b+0s-h) > (a,b) (10)

samt

(a+¢91-h,b+93-h)—>(a,b). (11)
Eftersom f € C? &r fy, och fy, kontinuerliga, vilket medfor, enligt @ att fry(a,b) =
fyz(a,b). i
2.3 Transformationer och kedjeregeln
Da en transformation anvénds for att 16sa differentialekvationer anvéinds kedjeregeln for

flera variabler. Hur kedjeregeln nyttjas demonstreras med ett rdkneexempel:

=x+
EXEMPEL: Transformera f;, till de nya variablerna {u vy
v=1xy

LOSNING: Med hjélp av kedjeregeln fas ett uttryck for f:

fx:fu'ux+fv'vy:fu+fv'y- (12)
For enkelhetens skull sétts g = f,, och h = f,.

fzy tas fram genom partiell derivering med avseende pa y dar produktregeln anvinds
for produkten f, -y. Dérefter anvinds kedjeregeln igen for att transformera g, och h,,
vilket ger:

Gy =Gu Uy + Gy Vy=Ggu+Gu T= fuu+ fuv (13)

och

hy =hy -ty +hy vy = hy +hy - @ = fou + fou- . (14)

Vid inséttning i uttrycket for f, fas nu istéllet:

fey = fuu+ fuv T+ fo + Y- (fou + fou ) (15)

Hér anvinds Clairauts sats for fy, = fy vilket ger svaret:

fa;y:fuu""u'fuv""v'fvv""fv- (16)



3 Hitta och klassificera kritiska/stationdra punkter

Foljande tre punkter dr definitioner for kritiska/stationdra punkter, lokala extrempunkter

och kopplingen mellan dessa.

1. Lat f:R™ - R vara differentierbar i = a. f ségs ha en kritisk/stationdr punkt i
x=aom Vf(a)=0.

2. Lat f:R™ > R, och @ e R™. f ségs ha en lokal maximipunkt i  =a om 3 € >0 s.a.
f(x)< f(a) da0< ||z -al <e. Om f(x) < f(a) for  # @ &r punkten en string
lokal mazimipunkt. Omvanda olikheter géller for lokala minimipunkter.

3. Om f:R" - R ar differentierbar och har en lokal extrempunkt i = a, d& ar a en
kritisk punkt till f.

Med (1) ovan kan vi hitta kritiska/stationdra punkter till funktioner av flera variabler.
Genom att sitta Vf(a) = 0 och 16sa ett ekvationssystem med n obekanta far vi fram
de kritiska/stationdra punkterna. Men for att klassificera dessa kommer vi att behova

Taylorutveckling i flera variabler.

3.1 Taylorutveckling
f:RE SR, feCE* g eRF
K (hev)l + (17)
fla+h) =3 5 p(a) - ORI
=0 7

For att bevisa Taylorutveckling i tva variabler kring (a,b) kan vi vélja att fixera h och k
och introducera variabeln ¢. Vi kan nu studera funktionen som en envariabelsfunktion.

F(t) = f(a+th,b+tk)

K j ) K+1 18

Vi ansétter sedan g;(t) = a + th och ga(t) = b + tk. Hérifran kan vi anvinda kedjeregeln
for att derivera F(t) = f(g1(t),g2(t)) med avsend pa t. ¢} (t) = h och g5(t) = k.

F'(t) = fu(a+th,b+tk) - g1(t) + fy(a+th,b+tk) - gs(t)) =
h-fz(a+th,b+tk)+k- fy(a+th,b+tk)

Deriveringar av hogre ordningen kan uttryckas som:



FO(t) = DI f(a+th,b+tk) =
9,
ox

h (20)

kﬁ)jf(a +th,b+tk)
ox

Behagligt nog kan vi anvinda binomialsatsen sa linge f € C7 via Clairauts sats. For

att forenkla lite anviinder vi notationen FU)(t) = (h-V)! f(a +th) (dir a = (a,b) och

h = (h,k)), visatter nut = 1 och far da att F'(1) = f(a+h). Insattning i Taylorutveckling

fér envariabel ger da:

(hev)™*1f(€)
(K +1)!

K (h o o)
farhy =y "2V pa), (21)
=0 J

CK+1

& ligger mellan a och a + h. Eftersom f « ar alla partiella derivator av ordning

K + 1 begransade pa striackan. Saledes &r feltermen ett monom av grad k+ 11 h och k
vars koefficient dr begrinsad. Vi kan déarmed skriva om Taylorutvecklingen till f6ljande:

K . j
fla+h)= ZE)—(h j,v)]f(a) + O(|[R|I"*T) (22)
J= :

3.1.1 Taylorutveckling fér grad 2

Nér funktioner ska undersokas kan det vara anvindbart att anvinda Taylorutveckling.
Det ar dock orimligt att utveckla for hundratals termer, istéllet valjer vi att utveckla for
grad 2 vilket dr anvanbart i manga fall. Lat oss utveckla term for term.

Forsta termen blir endast:
f(a,b) (23)

Den andra blir:

(hv k) ® (fx(avb)vfy(a7b)) = hfx(a7b) + kfy(avb) (24)

Vidare blir nésta:

((h.k) o (55, 5;))f (a,b)

X 2 (25)
= 5 (W fa(a,0) + Wl fry (a,0) + bk fyz (a,5) + K £y (a,0))




Via Clairauts sats kan vi emellertid skriva f;, = fy,. Denna typ av funktion kallas
binér kvadratisk form Q(h, k).

Q(h, k) = (B fru(a,b) + 2hk fry (a,b) + K £, (a, b)) (26)

Sammanséttning ger da:
Flathbe k) = fab) + hfala,) + Ky (a,) + 5QU K + Ol RIF)  (27)

3.2 Klassificera kritiska punkter m.h.a. Q(h,k)

Med hjalp av funktioner pa binédr kvadratisk form Q(h,k) kan vi klassificera kritiska
punkter. Vi skriver om funktionen och anvénder istéillet variablerna x och y, sa att
funktionen @ : R? - R pé formen

Q2,Y) = faw- &+ fuy - 20y + fyy -, (28)
blir
Q(z,y) = Az? + 2Bzy + Cy?, A,B,C €R, (29)
dar
A= frz(a,b)
B = fuy(a,b) (30)
C = fyy(a,b)

SATS 1. For Q(z,y) galler:

. Om AC - B?> >0 och A >0 sa ér Q positivt definit
. Om AC - B?>0 och A <0 s& &r Q negativt definit
. Om AC - B? <0 s3 #r Q indefinit

. Om AC - B? =0 s& ér Q semidefinit

W N

For att littare se hur AC — B? avgor vilken slags kvadratisk form det &r, kan uttrycket
med hjilp av kvadratkomplettering skrivas om till f6ljande. A # 0

Q(z,y) =A|:($+§y)2+(AC—BZ) (%)2] (31)

BEVIS. Till en bérjan studeras AC — B2 > 0. Eftersom (AC — B?) > 0, kommer hela ut-
trycket innanfor [] alltid att vara > 0, d& de andra paranteserna &r kvadrater och darmed
> 0. Dessa tva paranteser har endast ett nollstélle, néar x+§y = % =0 vid (0,0), och ar
annars > 0. I detta fall avgor alltsd tecknet av A hela uttryckets tecken vilket bevisar



punkt 1 och 2 i sats 1.

D4 vi har satt A # 0, kan vi se att om AC — B? < 0, kan uttrycket anta bade negativa
och positiva vérden, vilket i sin tur bevisar punkt 3 i Sats 1 d& A # 0. Man kan fora
ett motsvarande resonemang om C # 0, bara 1at = och y byta roller. Om A =C =0 s
ar AC — B? = —B?. Detta #r aldrig positivt, och &r endast 0 da B = 0. I s fall har vi
nu A=B=C =0 och @ &r tydligen semidefinit, i enlighet med punkt 4 i Sats 1. Om
A=C=0o0ch B +#0, sa ar Q(x,y) = 2Bxy, vilket uppenbarligen kan anta bade positiva
och negativa varden beroende pa tecknen hos x och y. Da &r punkt 3 helt bevisad.

Det som aterstar ar att studera fallet d& AC' — B? = 0, men minst ett av A och C' #r skilt
fran noll. Fran symmetrin kan vi anta att A # 0 sa att géller och blir till

Q(z,y) = A(m+§y)2. Det &r klart att Q(x,y) alltid har samma tecken som A, men
Q(z,y) = 0 langs linjen x+§y = 0. @ ar séledes semidefinit, i enlighet med punkt 4.

ANMARKNING. De fyra fallen ovan ticker alla méjligheter for koefficienterna A, B, C'
ty om A =0 sa kan AC — B? inte vara striingt positiv. O

SATS 2. Med Sats 2.6.12 fran boken kan vi &ven, m.h.a. satsen ovan, klassificera kritiska
punkter. Lat f : R? - R och antag att f € C® for enkelhetens skull. Lat (a,b) vara en
stationdr punkt till f.

. @ ar positivt definit == f har strangt lokalt minimum i (a,b)

. @ ar negativt definit = [ har strangt lokalt maximum i (a,b)

. @ ar indefinit == f har sadelpunkt i (a,b)

. @ ar semidefinit == gar ej att avgéra. En maste antingen Taylorutveckla i hogre

W N

grad eller undersoka punkten pa annat vis.



4 Vektorvarda funktioner

4.1 Funktionalmatrisen

Betrakta den vektorvirda funktionen F :R™ — RP, dar F'(x) innebér att koordinaterna

ges av:
F(x) = (fi(x),.... fi(x),...fp(x))

Hela uppséttningen av F(x)s partiella derivator definierar F's sa kallade funktionalmatris
vilket ar p x n matrisen

f of1
or1 7 Ozn
ofp Ofp
or1 7 Ozn

som #ven kan ha notationen g—i eller DF'(x).

4.2 Linjarisering
Med funktionalmatrisen kan en linjarisering for vektorviarda funktioner skrivas pa kom-
pakt form. For en funktion F' : R" - RP, F = (fi,..., fp), som ér differentierbar i en
punkt @ € R™ ges linjdriseringen i a av:
F(a+h)=F(a)+F'(a) -h+|h|p(h) (32)
dar p(h) - 0, da h - 0,,.

4.3 Kedjeregeln i vektorvirda funktioner

Hér ska definitionen for kedjeregeln presenteras for att gélla vektorviarda funktioner.
Definiera G : R" — R? och F : R? - R™ samt punkten ¢t € R"”. Betrakta sedan samman-
sattningen D(F o G)(t). Den allménna formeln av kedjeregeln i vektorvirda funktioner
ar da

D(F o G)(t) = DF(G(t) - DG(%). (33)



4.4 Funktionaldeterminanter

Om vektorfiltet y = F'(x) &r definierat i R™ och samtidigt har sina vdrden i R", det
vill séiga F : R™ - R" ges naturligtvis en kvadratisk funktionalmatris av typ n x n vars
determinant kan beridknas. Funktionaldeterminanten for ett vektorfalt definieras som

of of1
or1 7 Oxzn
d(f) d(fi,...[n
det(F'(x)) = c(zm) = d((xi " )) = (34)
ofs O
ox1 OTn

vilken ocksa bendmns som Jacobianen av F'.

4.5 Inversa Funtionssatsen

Lat y = F(x), F : R" - R" vara en C'-avbildning och och @ en punkt i definitionsméng-
den sadan att
det(F'(a)) # 0.

Da finns det 6ppna omgivningar U och V sadana att avbildningen F': U — V ar bijektiv
och att inversen F~': V- U ocksa ér en funktion av klassen C'.

EXEMPEL MED KOORDINATBYTEN:
Lat F vara vara avbilningen fran Cartesiska till poldra koordinater i xy-planet i omréadet
utanfor origo sa att

{;1: =rcos (35)

Yy =rsind

Da ger funktionaldeterminanten att Z((fg)) =r+0ty

d(x,y) _ 0?5(9 —rsinf| _ . (36)
d(r,0) |sinf rcosf
Naturligt ges da F's inversa funktion F™! av
r=+/x2+y2
(37)
0 = arctan £



d(r,0)

och dess funktionaldeterminant
d(z,y)

0 o) z Y
d(r,0) 3 @_; 8_; _|Vezer V| $2+y2 1 ag
d N Gl ~y x T 9. o (38)
@v) 15 &l |&F =] @ey?)e 7

Vi ser d& att sammanséttningen av funktionerna (oavsett ordning) ger identitetsmatrisen

och determinanten = 1.
_ _ d(z,y) d(r,0) 1
det(FoF Y =det(FloF)=22222. 207 —p. 22 39
MECF ) =detlF o F) =500 Uay) " (39)

10



	Inledning
	Clairauts sats, transformationer och kedjeregeln
	Clairauts sats
	Bevis av Clairauts sats
	Transformationer och kedjeregeln

	Hitta och klassificera kritiska/stationära punkter
	Taylorutveckling
	Taylorutveckling för grad 2

	Klassificera kritiska punkter m.h.a. Q(h,k)

	Vektorvärda funktioner
	Funktionalmatrisen
	Linjärisering
	Kedjeregeln i vektorvärda funktioner
	Funktionaldeterminanter
	Inversa Funtionssatsen


