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1 Forelasning 1

1.1 TImplicita funktionssatsen

En funktionsgraf kan ge ett y-virde for varje z-virde. Sa dr ddremot inte alltid fallet med implicit givna
funktioner, dér ibland ett virde i definitionsméngden svarar mot flera virden i virdeméngden. Ett exempel
pa detta ar enhetscirkeln, dir varje z-virde svarar mot tva y-varden. Detta gar ddremot att komma undan
om man studerar implicit givna funktioner lokalt, eftersom f6ljande sats géller.

Sats 1. Ldt F(z) vara en C'-funktion och a en punkt pd niviytan F(x) = C dir C dr en konstant.
Om %(a) # 0 finns det en omgivning U av a s.a. restriktionen av nivdytan till U implicit definierar en
C-funktion av n — 1 variabler fr((x1,...,Tx_1), (Thi1, .., Tn)) = . Vidare giller:
fu _ —Fa
Ga:j sz

(1)

Moralen med denna sats ar att om man later funktionen inskrinkas av en omgivning till en viss punkt,
dvs studerar funktionen lokalt kring en viss punkt, gar det alltsa att skriva upp ett funktionsuttryck av
alla icke-problematiska variabler /punkter.

I exemplet med enhetscirkeln kan den definieras som en funktionsgraf y = ++/1 — z2 s& lange vi inte
befinner oss pad © = +1 eftersom det inte gar att skriva upp en funktionsgraf y = f(z) dir (gradienten
pekar i z-riktningen).

1.2 Dubbelintegraler: att integrera funktioner av tva variabler

I envariabelanalysen existerar begreppet antiderivata enligt fab f(x)de = F(z) + C < F'(z) = f(x).
Men i flervariabelsanalysen existerar det inte nagon derivata i denna bemérkelse och dérmed inte heller
nagon antiderivata. Detta beror pa att lutningen av exempelvis ett plan i en bestdmd punkt inte &r
entydigt bestdmd. For att kunna prata om integraler av flera variabler, hirifran z = f(z,y), kan de istéllet
ses som en volym mellan en begransad och 6ppen yta D i zy-planet och en funktionsyta. Dubbelintegralen
betecknas [’ p f(z,y)drdy dir drdy kan ses som en infinitesimal area multiplicerat med en hojd z =
f(z,y), vilket ger en volym.

For att berdkna dessa kan man dels anvinda sig av att integration av flera variaber &r en linjér
operation, dels att symmetri kan férekomma. Linjiritet ger att:

//Daf(:my)+59(:E,y)datdy=Oz//Df(:c,y)dxdy—i—ﬁ//Dg(at,y)d:cdy

dér o och 8 ar konstanter och f och g &r tva kontinuerliga funktioner av tva variabler. Symmetrin
kan istéllet anvindas for att forenkla till synes svara berdkningar. Exempelvis dubbelintegralen

// Y5z Slg(x) 5 dx dy
pl+z+y



diar D = [-2,2] x [1,2]. Denna ér litt att integrera med avseende pd y men sedan betydligt svarare med
avseende pa x. Med hjilp av symmetri kan man dock se att funktionen dr udda runt z-axeln, samt att
rektangeln D dr symmetrisk runt xz-axeln. Déarfor blir dubbelintegralen 0.

2 Forelasning 2

2.1 Fubinis sats och upprepad integration

Nu nér vi upptéckt att antiderivata inte &r ett vildefinierat begrepp i flervariabelanalys, méaste vi gora
lite forarbete for att kunna integrera. For att kunna skriva upp Fubinis sats som mdojliggér upprepad
integration tar vi fram tva definitioner:

Definition 2.1. Om A &r en axelparallell rektangel kan den skrivas A = [a,b] X [¢,d] dar a,b,c,d €
R,a < b,c < d &r granserna for rektangeln A = {(z,y)]la <2 <b,e <y < d}.

Definition 2.2. Tag D C R2. D siigs vara reguljir om omradet kan delas in i &ndligt manga delar som
beskrivs av C'-funktioner y(z) och x(y) i  och y-led respektive.

Alla axelparallella rektanglar &r alltsd reguljira omraden. For reguljara omraden géller nu Fubinis
sats om upprepad integration:

Sats 2 (Fubini). Lat D = {(z,y)la < z < bya(z) <y < b(x)} vara ett reguljirt omrade i x-led, ddr
a,b e C'. Lat f : D — R wvara kontinuerlig. Dd gdller

//D flz,y)dzdy = /ab dm(/a:j) fz,y) dy) (2)

alltsé kan man integrera ett godtyckligt omrade som innesluts av funktionsgrafer i x eller y-led. For
integration i y-led kan man bara byta plats pd variablerna, och satsen géller dnda.

Kontentan av denna sats ar alltsd att integration Gver reguljara omréden i princip &r att derivera
partiellt baklédnges. Intuitionen bakom detta dr att man kan dela in varje infinitesimal volym i en area
och en infinitesimal hojd, precis som tidigare diskussion presenterar. Man kan exempelvis berdkna arean
i z-led forst och multiplicera med en liten y-bit dy, vilket ger ett ratblock. Det kan liknas vid att man
skivar upp en limpa, dér varje skiva har bredden dy och arean A(x).

Anvéndningen av denna sats illustreras bast med tva exempel:

Exempel 2.1. Tag A =[0,1] x [0,2] och berdikna

1
——dxd
//A<1+:c+y>2 B

Vi bérjar med att integrera dver x och sdtter in grinserna. Ddrefter blir det en vanlig integral i en
variabel, y:

[ o[ wrrere) = [ o, [ ooyt = ()

Det dr enkelt att kontrollera att det blir samma vdrde pd integralen dven vid integration med y forst.
Pa axelparallella rektanglar &r det alltsa hyfsat l4tt att integrera. Nu till ett lite svarare omrade:

Exempel 2.2. Tag D = {(z,y)|z? <y < 1,2 > 0} och berikna

X
" _dxd
//131+y2 v

Vi ser att denna integral antagligen dr enklare att berdkna i x-led forst. Vi vdljer déarfor att betrakta
omradet som reguljdrt i y-led och skriver upp det som D = {(x,y)|0 <y < 1,0 <z < /y}. Nu beriknar
vi forst i y-led och sedan i x-led:

Loy vy Vody [a? vy 1 [ty 1
/ 2(/ Z‘dx):/ 2|::| ::*/ 2dy:...:71n2
0o 1+y 0 o 1+y*1 2], 2 /o 1+y 4




2.2 Variabelbyten del 1
Sats 3 (6.4.6). Ldt

x = g(u,v)

y = h(u,v)
vara en bijektiv C'-avbildning av ett 6ppet begrinsat kvadrerbart omrade E i uv-planet pé ett motsvarande
obegransat omrdde D i zy-planet sddant att 3 J(u,v) = % # 0. Da gdller:

f@y)dedy = [ [ f(g(u,v), h(u, v))][J(u,v)| dudv 3)
I}, Il

3 Forelasning 3

3.1 Variabelbyte del 2

Varfor Jacobideterminanten J(u,v) = ggz; kommer med i variabelbytet hérleds pa foljande sitt:
ox ox
dr=—-d —d
R + av Y
dy oy
=22 qu+ 2.4
ou + av Y
dx d(z,y) (du
dy) O(u,v) dv
d
= dxdy = dE% y§ - dudv
U, v

Exempel 3.1. Tag D = {(z,y) | 2% +y? < 25, y > &} och berikna

// 22e Y dxdy
D

Vi ser att denna dubbelintegral lampar sig vil for poldra koordinater da D beskriver ett cirkelsegment
i zy-planet, vi sdtter z = rcos@, y = rsinf. Vilket ger:

3w/4 5 /2 ) /2 1 25 1
/ / ccos20e” rdrdd) =2 - / / -cos?fe” drdf =2 - / —(1 + cos 26) d9/ —ue" du
0 7/ w/4 2 1 2

=..= g( —2)(24€% +1)

3.2 Dubbelintegraler m.h.a nivakurvor

Sats 4. Lt g : R? — R vara en C'-funktion och lit h : R — R wvara kontinuerlig och givet ett kompakt
kvadrerbart omrade D C R?. Antag att a < g(x,y) < b V(x,y) € D. Da giller:

h(g(z,y)) dedy = b h(uw) A’ (u) du (4)
I, Il

Dir A(u) = arean {(z,y) | g(x,y) < u} och h(u) dr hdjden av den arean.
Exempel 3.2. For D = {(x,y)|z >0,y >0, 1 <xz+ 2y < 2} berikna:

// dzdy
(1+ (z+29)2)2



Enligt sats 3 si dr a = 1, b = 2 samt g(z,y) = x + 2y vilket ger att h(u) = W alltsd géller:

M et = [ e
(z + 2y)?
For att bestdmma A’(u) méaste vi kolla pa hur mvakurvan ser ut, x+2y = 1 och z+2y = 2 skiir a: axeln

vid (1, 0) respektive (2, 0) och y-axeln vid (0, 3), (0,1). Detta ger att A(u) = A, — Ay dir A; = 1-1 alltsa

kommer A(u) =u-% 1= A'(u) =%

:1/2“@— _ 3
2/, (T4+w2)2 7740
4 Forelasning 4

4.1 Generaliserade dubbelintegraler

Precis som i envariabelanalys finns det dubbelintegraler [ p f(7,y) dr dy dir antingen
i. f &r obegransad pa ett begrénsat omrade D.
ii. D &ar ett obegrdnsat omrade.

Det handlar d& om huruvida dubbelintegralen existerar som en tecknad volym, och ar dndlig. Formellt
ar fragan om ett visst gransvérde existerar. De olika fallen behandlas pa féljande vis:

i. I detta fall tar man bort mindre och mindre delar av D runt de punkter da f — 400, och integrerar
som Vanligt Over resten av D. Om gransvirdet av dessa integraler existerar sigs det vara vérdet av

[ f(x,y) dady.

ii. I detta fall integrerar man D &ver storre och storre begrdnsade delar. Om dessa integraler gar mot
ett entydigt grénsvirde, oavsett hur D tecknas som en viaxande f6ljd av begransade delomréaden, sdgs
det vara virdet av [[, f(z,y) dz dy.

I praktiken integrerar man som vanligt, dérefter far man oftast anvénda sig av en jdmforelse med ett
av foljande resultat fran envariabelanalysen:

. 1
i lime o [0 2t = {

o0, dat < —1

andlig, annars.

oo, dat > —1

dndlig, annars.

- N
i, limpy o0 fl = {

4.2 Trappfunktioner

7 s,

7
N

Figur 1: En illustration av en trappfunktion dér varje rektangel och rand med samma farg har samma
konstanta varde.




Definition 4.1. Lat A = [a,b] X [¢,d] vara en axelparallel rektangel. En funktion ® : A — R kallas for
en trappfunktion om det finns partitioner:

a=20<x1<..<x,=>0 (5)
c=yo<Nn <..<ym=d (6)

sé att ® har ett konstant virde pa varje halvoppen delrektangel [z;, z;41) X [y, Yj4+1)-

Detta innebédr att en delrektangel av trappfunktionen ® med dess véinstra och undre kant har ett
konstant virde vilket illustreras i figur

Definition 4.2. Om vi behaller A och ® fran definition 4.1 och later Cj; vara det konstanta vérdet av
® pa delrektangeln [z;, zi+1) X [y;, y;+1). D& kan dubbelintegralen av ®(x,y) 6ver A skrivas,

n—1m-—1

/ /A (o, y)dady = 33 Coplwirr — 7)1 — y)- ()

i=0 j=0

Den geometriska betydelsen av definitionen &r tydlig. (z;41 — 2;)(yj+1 — ;) &r arean av varje delrek-
tangel och varje delrektangel har ett konstant virde Cj;, vilket ger hdjden pa delrektanglarna. Dérmed
fas volymen av varje delrdtblock med bas i delrektangeln som summeras Gver alla delrektanglar i A.
Definitionen innebér ocksé att dubbelintegralen av ® 6ver A kan skrivas som itererade enkelintegraler:

[ o= [ “ay / ' by (8)

Har &r den geometriska betydelsen att fab ®dx ar arean av snittytan da ® skirs med ett plan genom
(2,0,0). Sedan integreras denna area over alla y mellan ¢ och d vilket ger hela volymen av ®.

Definition 4.3. Lat A = [a,b] X [¢,d] vara en axelparallell rektangel och f : A — R vara en begrinsad
funktion. f ségs vara integrerbar éver A om det for varje € > 0 finns trappfunktioner ® och ¥ pa A sa
att:

L ®(x,y) < flz,y) 2 V(z,y)V(z,y) € A
ii. [[\ Vdxdy — [[, Pdudy < €

Med hjalp av dessa definitioner och observationen att trappfunktioner kan skrivas som itererade
enkelintegraler kan Fubinis sats bevisas (se[2.1]). Idén &dr da att kontinuerliga funktioner jamfors med tva
trappfunktioner som uppfyller definition Att Fubinis sats géller for trappfunktioner &ar tydligt péa
grund av ekvation 8| och ddrmed kan man bevisa att Fubinis sats géller for alla kontinuerliga funktioner.
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