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Dagens genomgang: 3.extra, 3.7(+ ytarea), 8.16, 9.4

Uppgift 3.extra
En partikel foljer banan i planet som ges av

r(t)= (=2t +2t), te[-1,1]. (1)
i) Skissa banan.

ii) Berékna partikelns hastighet och fart vid ¢ = 1/3.

iii) Bestdm banans langd.
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(iv) Om banan beskriver en frittfallande partikel i ett kraftfalt F', forklara varfor F' ar konstant
ldngs banan.

Losning (i)
Vi kan borja med att ta fram nagra punkter, se Tabell [1}

Tabell 1: Punkter pa banan.

t z Y

—1 1+2=3 1-2=-1
—35] 0254+1=125 [0.25—-1=—-0.75
0 0 0

> 1025-1=-075] 025+1=1.25
1 1-2=-1 1+2=3

Vi kan notera att r(—t) = (2 + 2t, 1> — 2t).

Lat oss nu skissa, da far vi nagot likt
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Losning (ii)
Hastigheten ges av tidsderivatan av positionen,

M) = (26— 2,2t 4+2) —s r(é) - (2%-2,2%%) - (—%2) @)

Farten ges av beloppet av hastigheten,

O RO REE =

Losning (iii)

Léangden ges av

l=/|dr| :/1|r’(t)| dt:/l\/(Qt—2)2+(2t+2)2dt

1 1
:/\/(4t2—8t+4)+(4t2+8t+4)dt:2\/§/\/t2+1dt.
—1 —1

Integralen hér &r lite jobbig, men kan beréknas med partiell intergration,
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Alltsa far vi att lingden ar
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Losning (iv)

Accelerationen ges av
#(t) = (2,2) = a(t). (7)

Eftersom a &r konstant, och F' = ma, ar ocksa F' konstant.

Uppgift 3.7(+ ytarea)

a) Punkten P : (0,1,1) ligger pa ytan

T = Scost,
y = ssint, (8)
2 =52

déar s € [0,2],¢ € [0,27]. Bestdm en normalriktning i P till ytan.
b) Skissera ytan i a).

extra) Bestdm ytarean.

Lo6sning a

Tangentvektorerna 7. och 7} ligger i planet, sa deras vektorprodukt &r en normal till planet.
Normalen ges alltsa av

cost —ssint 0 — 2s%cost —2s%cost
n=r.xr,=|sint | x [ scost | = —2s’sint—0 | = | —2s*sint | . (9)
2s 0 scos’t + ssin®t s
Men vad ar s och t da?
e P=1 = s=1.
e P.=0 = tE{%,%?T}.
o =1 S t = %

Vi stoppar in vara viarden pa s och t och far att normalvektorn alltsa ar
n = (—2 Cos(g) -2 sin(g) , 1) = (0,-2,1). (10)

L6sning b
Parametriseringen for x och y ger en cirkel i xy-planet med radie s < 2.

Parametriseringen for z gor att ju storre radien dr desto hégre upp hamnar ytan, max = 22 = 4.

Om vi forsoker skissa detta borde det alltsa bli nagot likt Figur [I}
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Figur 1: Ytan.

Losning extra

For att berikna ytarean kan vi integrera ¢ver alla sma ytelement av ytan,

o fus 1

2 2w
dsdt = //\/ 252 cost)” + (—2s2sint)” + s2dt ds
00

2 u=1+4s>
//\/4s4+82dtds—27r/3\/1+432ds: du = 8sds, /\/_du (11)
0 € (1,17)
7
_r gu3/2 1 _T (173/2 _ 1)
413 1 6 '
Uppgift 8.16
Lat Y vara den sfiriska kalotten
42t =4, 2> 1. (12)

a) Ge en parameterframstéllning av Y.
b) Bestdm en normalvektor till Y.
c¢) Beriikna arean av Y.

d) Berdkna arean av 2>+ y? + 22 = R*, z>h, he|0,R].



Lo6sning a

Ytan &r ritad i Figur [2|

Figur 2: En sfiar med radie 2 och ytan Y.

Ytan dr symmetrisk i zy-planet, sa vi kan néja oss med att studera ytan i xz-planet. Dér far vi

Vi vet redan hur att parameterframstélla en sfar. Men nu har vi bara den 6vre delen av en sfér,
sa vi soker alltsa vinkeln 6.

Vi ser att 4 ligger i en triangel med hypotenusa 2 och nérliggande katet 1. Vi kan alltsa berdkna
0 enligt

1 T
0=— 0= —. 1
cos 5 — 3 (13)

Ytans parameterframstéillning ges alltsa av

r = (2sinfcosp,2sinfsinp,2cosh), 0 € [0, g] , @ €[0,2n]. (14)



Lo6sning b

Vi kan direkt notera att en normalvektor i en punkt (z,y, z) ges av just (z,y, z), ty sa ar alltid
fallet for en sfér (think about it!), men vi kan ocksa berdkna det algebraiskt,

2cosfcosp —2sin#sinp
n=ryxr,=[2cosfsing | x [ 2sinfcos¢p
—2sin6 0
0+ 4sin®6fcos ¢
= 4sin®fsing — 0 (15)
4 sin 6 cos 0 cos? o + 4 sin 6 cos O sin”
2sin 6 cos ¢ x
=2sinf | 2sinfsinp | =2sinf | y
2cos z

Lo6sning ¢

Arean berdknas genom att summera Over alla infinitesimala ytelement,

/dS // dmdy—//Q sm@dgpd@-&r/sm&d@
(16)

0

N — o

— 87 [~ cosf]§ =8 (— - (—1)) = 4r.

Lo6sning d

Vi tillimpar samma l6sningsgang som tidigare. Vi borjar med att skissa for att identifiera vinkeln
Oy fran z-axeln,

Vi ser att b
cos by = ok (17)
Arean blir saledes
0o 2m bo
A:/dS // dx dy //RZSin9d¢d0:27rR2/sin9d6’
S 0 0 0 (18)

3| =

= 27R? [~ cos 0] = 2w R? (— - (-1)) = 27R(R — h).



Uppgift 9.4

Berakna

2

/ylnx—dx—zdy,
) Y

5

diir v dr parabelbagen y = x? fran punkten (1,1) till (2,4).

Losning

Vi borjar med att parametrisera kurvan,

v=t do=dt, y=t>, dy=2dt, te(1,2).

Vi kan ddrmed berdkna integralen enligt

2 2

o, t2
I= tIn— — =2t ) dt = [ —2dt = 2.
2 2
1 1

(19)

(20)

(21)
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