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1 Implicita funktionssatsen och dubbelintegraler

1.1 Implicita funktionssatsen

Den forsta satsen som gicks igenom denna veckan var implicita funktionssat-

sen. Sats: Lat F(x) vara en C' funktion av n variabler och a en punkt pa
nivahyperytan F(x) = C, dar C &r en konstant. Om %(a) # 0 finns det en
Oppen omgivning av a sadan att restriktionen av nivaytan implicit definierar

en C! funktion av n — 1 variabler zy, = fi(21, ..., Th_1, Tk, .-, Tn). FOr denna

funktions partiella derivator géller % =— gg//ggf;.

Exempelvis for ekvationen e*¥* = z — x — y i omgivningen av (0, 1,2) géller
att:
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Da g—i # 0, %—5 # 0 samt %—f # 0, definierar F' implicit en nivayta i omgivningen
av varje variabel. Om vi exempelvis sitter z = f(z,y) i en omgivning av (0,1, 2)

galler da att:
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1.2 Dubbelintegraler

Informellt definieras [[}, f(z,y) dz dy som en tecknad volym mellan z = f(z,y)
och omradet D i (z,y) planet dar D &r en sluten, begrénsad och sammanhéngande
mangd. Fyra tekniker for att berdkna dubbelintegraler ar:

e Inspektion: utnyttja definitionen som en tecknad volym. Utnyttja eventuella
symmetrier samt linjaritet.

e Fubinis sats:fbff(x,y) dzdy = ffbf(x,y) dzx dy.

a c c a

e Variabelbyte: [[,, f(z,y)dxdy = [ f(g(u,v), h(u,v))]J(u,v)|dudo.

e Integration med hjélp av nivakurvor: [[, h(g(z,y))dzdy = f: h(u) A’ (u)du.

2 Variabelbyte och nivakurvor

2.1 Axelparallella rektanglar

For Fubinis sats kriavs en definition av axelparallella rektanglar, en av de en-
klaste flerdimensionella doménerna att integrera Over i flera variabler. Lat
a,b,c,d € R déar a < b och ¢ < d. Lat sedan A = {(z,y) € IR2|a <z <
b,c <y < d} definera en axelparallell rektangel i zy-planet. Fubinis sats sidger
att givet A och en kontinuerlig funktion f fran A till IR? sa giller foljande:

//Af(x,y)dxdy:/cd(/ff(%y)dx) dy:/ab(/cdf(x,y)dy> d.

Dubbelintegralen av f 6ver A &r alltsa ekvivalent med tva enkelintegraler
6ver de tva variablerna var for sig, dar den ena halls fix nér den andra integreras.
Det spelar ingen roll i vilken ordning man integrerar 6ver de tva variablerna,
men det kan ha stor betydelse fér hur svara berédkningarna blir. Slutligen &r
konventionen att man borjar med den inre integralen, oftast skriver man inte
ut paranteserna.

Nasta sats behandlar mer allmédnna doméaner man kan vilja integrera Gver.
Aven hir krivs forst en definition, nu av reguljira omraden. Lat D C IR? vara
en kompakt mangd. D sdgs vara reguljart i z-led om D kan partioneras i andligt
manga manga delomraden (Dy, ..., D,,) dar varje D; ar pa formen:

D;={(z,y)la <z <b,a; <y < Bi}

dir «a;, B; dr Cl-funktioner av en variabel och o;(z) < B;(x) Vo € [a,b]. Reg-
uljéritet i y-led defineras analogt med definitionen i z-led. En domén D sigs
vara reguljar om den dr reguljar i bade x-led och y-led. Lat nu D = {(x,y)|a <



x <ba<y<pB}och f: D — IR vara en kontinuerlig funktion. Satsen séger

da att:
f(z,y)dedy = ([ f(x,y)dy ) dz.
//D /a a(x)

Detta innebar att dubbelintegralen 6ver ett omrade som ar reguljart i z-led kan
beraknas som sammanslagningen av enkelintegraler, dir man forst integrerar
med avseende pa y. Ar omradet reguljart i y-led fungerar det analogt dr.
Ifall omradet D &r reguljart kan man integrera i vilket ordning man vill, men
precis som i fallet med Fubinis sats sa paverkar valet av ordning hur svara
berakningarna blir.

2.2 Variabelbyte

Lat z = g(u,v),y = h(u,v) vara en bijektiv C'-avbildning fran fran ett begriinsat,
oppet och kvadrerbart omrade E i uv-planet till motsvarande omrade D i xy-
planet, dir J(u,v) = jgjgg # 01 E. Da giller foljande:

//Df(m’y)dxdy:/Ef(g(u»v)vh(u7v))|J(u7v)|dudv.

J(u,v) kallas for Jacobianen, och &r alltsa lika med determinanten av funk-
tionalmatrisen. Jacobianen fungerar som en skalningsfaktor som maste vara med
nar varat variabelbyte skalar om rummet vi integrerar i. Samma sak héande i
envariabelanalysen, da gav exempelvis variabelbytet u = 22 oss du = 2z dx. 1
dubbelintegralfallet har vi istéllet dz dy =| J(u,v) | dudv.

Variabelbyte anvénds bast nar vi integrerar 6ver en domén som har granser
som ar svara att beskriva. Exempelvis kan ett parallellogram transformeras
till en kvadrat, och en ellips kan transformeras till en cirkel. Om regionen vi
integrerar 6ver beskrivs pa foljande vis:

Cl S f(may) S CQ;

C3 < g(xay) < 047
dar C; ar godtyckliga konstanter, sa ar substitutionen v = f(z,y),v = g(z,y)
mycket bra. Detta gor att vi bara behover ha konstanterna som granser i dubbe-

lintegralen. Notera att man oftast kommer att behéva 16sa ut  och y ur sub-
stitutionerna, da man maste skriva om integranden i termer av u och v.

2.3 Nivakurvor

Ett sista sétt att integrera dubbelintegraler d4r med hjélp av nivakurvor. Detta
kan anvéndas nar vi har en dubbelintegral pa féljande form:

], mate.u)) dzay



diir g dr en C'funktion fran R? till R, h &r en C°-funktion av en variabel och D
ar en kompakt kvadrerbar mangd. Vi kan da anvanda foljande omskrivning:

// g(z,y))dzdy = /ab h(u) A’ (u)du

= Area{(z,y) € D : g(z,y) < u}.

Detta &r alltsa ett sitt att skriva om en dubbelintegral till en (f6rhoppningsvis)
lattare enkelintegral.

3 Gaussisk distribution och dubbelintegraler i
flera variabler

3.1 Gaussisk distribution

Gauss sats sdger att integralen i ekvation ar lika med roten ur pi, det vill
saga

/OO e dz = V7. (2)

—00
Denna sats har tillimpning inom sannolikhetsliaran. Da normalférdelningens
tathetsfunktion N liknar e™* | samt att dess integral ar lika med 1

1 (z—p)?
N s = e 202
(1, 0) o
I detta fall &r N(0,1) = me‘%

3.1.1 Bevis av gaussisk distribution

Lat I = [ e=*’dz. Da giller att:

I? :(/ e_'”de) (/ eV’ dy)
:/ / e eV dz dy
:/Oo /Oo e~ (@) 4y dy.

Sedan kan vi ersidtta bade x och y med polédra koordinater.
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Vilket medfor att I = ﬁ

3.2 Generaliserade dubbelintegraler i flera variabler

Om f ar en funktion i R™ och D C R” en doméan.

// 1see zp)das . day (3)

Integralen i ekvation sdgs vara generaliserad om ett av foljande fall
stammer:

i) f ar obegrinsad i doménen D, eller

ii) doménen D &r obegrinsad.

4 Bevis av Fubinis sats

4.1 Def 1: Partitioner

Lat a < bAa,b € R. En partition av det slutna intervallet [a,b] &r en &ndlig
foljd, dar varje efterfoljande tal ar storre dn det foregaende, enligt:

a=xg <21 < <xp =0

Det gar att generalisera partitioner till flera variabler. Givet a,b,c,d €
R Aa <bAc<doch partiotionerna &r pa [a,b] och [c,d] far vi foljande:

a=xg<x1 < -<xp=0>b
c=yo <y < <yp,=d.

Vilket kan ses som en partition pa den axelparallella rektangeln A = [a, b] x
(¢, d].

4.2 Def 2: Trappfunktioner

Lat A = [a,b] x [c,d] vara en axelparallell rektangel. En funktion ¢ : A —
R kallas for en trappfunktion om ¢ &r konstant pa varje halvoppen rektangel

[xi’ J"H‘l) X [yu yj+1)-



4.3 Def 3: Dubbelintegraler over trappfunktioner

Lat A vara en axelparallell rektangel: [a,b] X [¢,d], och 1at ® : A — R vara en
trappformad funktion med avseende pa partitionerna:

a=xg<x1<..<x,=0>0
c=y <y < ..<yp=d.

Lat dérefter ¢;; vara véirdet hos ® pa en delrektangel A;; = [x;, Ti41] X [¥;, Yj+1]
Da sdger vi att:

ﬂ wymw—ZmH—M@H v;)(cis), (1)

det vill sdga att dubbelintegralen av ® &ver A &r summan av volymen av
ratblocken med baserna A;; och héjden c;;.

4.4 Def 4: Integrerbarhet 6ver axelparallella rektanglar

Lat A vara en axelparallell rektangel: [a,b] X [¢,d], och lat f : A — R vara en
begransad funktion. Vi séger da att f &r integrerbar 6ver A om Ve > 0 30, ¥
som &r trappfunktioner pa A som uppfyller foljande villkor:

(1) :@(z,y) < f(z,y) < V(z,y)V(z,y) € A

(44) // (z,y) — ®(z,y)dedy <,

och da detta géller satter vi:

/ flz,y)dzdy = sup// &(z,y)dxdy = inf // U (z,y)dzdy.
a<f A U>f JIA

4.5 Huvudsatsen (Fubinis sats)
4.5.1 Sats

Lat A vara en axelparallell rektangel: [a,b] X [¢,d], och 1lat f : A — R vara en
kontinuerlig funktion pa A. Da géller:

(7) :f integrerbar pa A

wwﬂj@wmw—A%LW@wM>@—LX[?@@@)M



4.5.2 Bevis

For att bevisa (i) behover vi, enligt definition 4, givet ett € hitta trappfunktioner
® och ¥ som uppfyller:

(1) :@(z,y) < f(x,y) < ¥(z,y)V(z,y) € A

(II) // (z,y) — P(z,y)dzdy < e.

Fixera ett € > 0. f kontinuerlig pa den kompakta mangden A = f &r
kontinuerligt likformig, det vill saga:

345 > OIVfl,fg cA gé‘ﬂler ||fl —fg” <) =
€ (5)

= |f(Z1) — f(Z2)| < Area(A)’

eftersom W(A) ar lika godtyckligt som e. Valj nu partitioner sa att diametern
av varje delrektangel A;; < 6. Da f ar kontinuerlig géller det att f antar
storsta och minsta véarde pa varje sluten delrektangel, siatt dessa varden till
M;; respektive m;;. Satt nu W, ® till trappfunktioner som antar vérdena M;;
respektive m;; pa A;;. Per definition har vi nu uppfyllt villkor (I).

For att visa (I7) utgar vi fran dubbelintegralen och utvecklar enligt ekvation
under definition 3:

J] ¥ — o ara -

d fnflm 1
© Z Z —myj;) - Area(A;j) <
=0 j=
€
—— . Area(A) =e.
<Area(A) rea(A) =€

Det vi gor i det hér steget &ér att inse att M;; och m;; ar funktionsvarden av f
och salunda ar mindre &n ﬁ(A) enligt ekv. 1} eftersom vi valde diametern pa
varje A;; till mindre &n eller lika med 6. Summan av arean av alla delrektanglar
ar uppenbart samma sak som arean av hela A, sa vi ar klara med att visa (I])
och dérmed &ven (i).

Det aterstar nu att visa (i¢) sa ar vi klara med beviset. Antag att

a/cd </abf(x,y)dx> d
H/Gb (/jf(sc,y)dy) dz.



Det &r uppenbart att [[, ®(x,y)drdy = ff(fcd ®(z,y) dy) dz (samma sak
galler analogt for ¥). Enligt definition 4 har vi da:

//Af(x’y)dxdy:i?}// (x,y dxdy—itg;/ (/Pd (z, y)dy) de <
S/: (/Cdf(%y)dy) dz,

samt att:

/ facydxdyfmf// T,y dxdylnf/ab</cd\11(,y)dy> dx >
> / < / f(z,wdy) dz,

och beviset ar klart eftersom

/ab (/cdf(fc,y)dy> dx</Af<x,y>dxdy</ab (/Cdf<x,y>dy) da
= //Af(x,y)dxdy—/ab (/jf(x,y)dy) dz.

Beviset dr helt analogt om man byter plats pa x och y.
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