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Uppgift 10.11

Berakna flodet av vektorfaltet
u=(z,y,2+1) (1)

upp (positiv z-koordinat) genom ytan z =1 — 2% —¢y?, 2 > 0.

Losning
Lat oss borja med att identifiera omradet.
e 2> (0 = Viariden 6vre halvan av rummet.

o z=1—2%—3y?> = Ytan ser ut som en upp-och-nedvind kopp.
(Ténk z = 1 — 22 i z2-planet.)

Se skiss i Figur [I]

Vi vill berakna flodet
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Ytan ges av parameterframstillningen

r=(z,y,1 —2*—y? (3)
och en normal ddrmed av
1 0 0— (—2x) 2z
n=r,x 'r’y = 0 X 1 =(0-(-2y) | =12y |. (4)
—2x —2y 1-0 1

Pekar var normal at rédtt hall? Ja, ty z-komponenten ar positiv.

Egentligen soker vi en enhetsnormal n = n/ |n|, men denna ska vi sedan multiplicera med dS =
|n| dz dy, sa vi kan strunta i att normera den.

Flodet berdknas ddarmed alltsa enligt

@z/U-ﬁdSz//(m,y,z%—l)-(2x,2y,1)da:dy://2x2—|—2y2+z+1da:dy

S s s
://2$2+2y2—|—(1—:U2—y2)+1dxdy=//w2+y2+2dxdy (5)
S s
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1
://(r2+2)7’d6’d7“:27T/T3—|—27‘d7’:27r<Z—|—1) 257%.
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Uppgift 10.23
Lat K vara omradet som definieras av

K:2<z’+y*+2*<3. (6)
Bestam flodet av faltet

ut ur omradet K.

L6sning
Omradet dr omradet innanfor en sfiar med radie v/3 och utanfor en sfir med radie v/2.
En enhetsnormal n till en sfir ges av r (paminn er om demo 5).
r
Vi har alltsa att flodet ges av
1
q):/u-ﬁdS: %-fds+/%-(—f)d5= / - ds. (8)
r2 r r r r
0K Y1 Yo Y1-Yo

En ytintegral med denna integrand 6ver nagon sfiar med radie r ges av

T 21 T 21w
1
//—TQSinﬁdgodH:r//sin&d@d@z%rr [—cos 8] = 4nr. 9)
,
0 0 0 0

Alltsa blir vara flodesintegraler

/%dszzm-\/é, /%dS:M-\/ﬁ (10)

Y1 YQ
och saledes det totala flodet
@ —4r (V3-2). (11)
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Uppgift 10.35

Lat w vara vektorfaltet

u:(x—3y+22,2:c—y2+z,:c2+y2—222). (12)
Berékna
a)V-u, b)Vxu, c¢)Vu, d)V(V-u), e)Vx(Vxu). (13)
Losning
a)
Ou,  Ou, Ou,
U = =1-—2y—4z. 14
V-u o + By + 5% y—4z (14)
b)
Oy Uy Oy, — 0, uy 2y — 1
Vxu=|0,| x|u | =|0u,—0u, | =|2z—2z|. (15)
0, Uy Optly — Oyy 5
c)
Vu : Odefinierad. (16)
d)
V(V-u)= V(1 -2y —4z) = (0, -2, —4). (17)
e)
0y(5) — 0,(22 — 2x) 0—2 2
Vx (Vxu) =| 0.02y-1)-a05) |=[0-0]=-]0 (18)
0p(22 — 22) — 8,(2y — 1) 29 4

Stokes sats

Stokes sats sédger, under vissa forutsidttningar, att
f’lndr:/(qu)dS. (19)
a8 s

Eller i ord, att kurvintegralen av en sluten kurva i rummet ocksa kan skrivas om till en dubbelin-
tegral (recall Greens’ formel).

Uppgift 10.54

Berdkna med hjalp av Stokes’ sats

/(337 + zcos(yz)) dy + (y — 22 + y cos(yz)) dz (20)

v

dér v ar randen till en yta i planet
20 +y+22=5 (21)

vars area ar 3. Kurvan v genomlops i negativ led sedd fran origo.



Losning

Vektorfiltet i fraga &r
u = (0,3x + zcos(yz),y — 2z + y cos(yz)). (22)

Vv Vv
Uy Uy

Dess rotation ges alltsa av

(8yuz — 8Zuy) ((1 + cos(yz) — yzsin(yz)) — (cos(yz) — yz sin(yz))) (1)
Vxu=|0u; —0yu, | = 0— ( 2) =12]. (23
3

Opty — Oyy

Kurvintegralen ges alltsa av

J—Ja{ dr—/qudS /1,2,3 _ 212 g 2246 [ oy
V22 +12 422 V9

Men hur ska vi kunna rdkna ut denna ytintegral da? Vi har ju inte ens fatt veta hur kurvan kan
parametriseras...

.. men vi vet dess area, och ytintegralen med integrand 1 6ver en yta ér lika med dess area! Sa

vi far alltsa 10
123-3:10. (25)
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