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Tenta 2017-03: Uppgift 1

Lat f(x,y) = 22 +9° + %y,a:y # 0.
a) Bestdm alla kritiska punkter till f och deras karaktr.
b) Bestdm Taylorpolynomet av grad 2 till f i punkten (2, —1).

Lésning a)
I en kritisk punkt géller det att V f = 0. Alltsa har vi att

2
f;IQI—T:O - IByIL
7y
/ 2 3
fl=2y—— =0 = wf=1
Ty
Eftersom bada ovanstaende ar lika med 1 kan vi sdtta dem lika, sa far vi
2’y = a2y’ WA = v = y=+r
Lat oss nu anvénda detta i Ekvation sa far vi
Py=t4at=1 — gt=g1 @ gy = Y 77
r e{-1,1}
vilket alltsa ger oss tva kritiska punkter, (1,1) och (=1, —1).

For att bestamma deras karaktéir berdknar vi andraderivatorna,

1/ 2 _:2 .
feo = 2% 5 =2 ) O
y 2 2

- —9
T = 2 = Gy e =2

4

"9 —2 -
fw=2% 05 =2 Ty O

For bada de kritiska punkterna géller alltsa att

o 7 =6>0och

rx

° " //_(:Qly)2:36_4>0

vilket innebar att bada ar lokala minima.
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Lésning b)

Ett Taylorpolynom av andra ordningen ges av
1
P(h,k) = f(a,) + hfi(a,b) + kfy(a,) + 5 (K2 FLola, ) + 20k fLy (a,) + KF,(a,0)) . (5)

Ty

Vi har redan funnit derivatorna, sa lat oss sétta in punkten i dem och funktionen,

f(2,—1):22+(—1)2+2.(_1):4+1—1:4, (6a)
f;(2,_1):2-2_ﬁ_1)=4+%:§, (6b)
£1(2, 1) :2-(_1)_%_1)2:_ -3, (6¢)
Fa2 D=2+ gz =25 =5, (64)
F2 -0 = 5 = 5 (60)
f;;(z,—1):2+ﬁ:2—2:o. (6f)
Sa, Taylorpolynomet &r alltsa
P(h,k):4+§h—3k+% (;h2+hk). (7)

Tenta 2017-03: Uppgift 2

Lat F(z,y,z) = 2% + y* — 25
a) Bestdm en ekvation for tangentplanet till nivaytan F(z,y, z) = 2 i punkten (1, 3, 2).

b) Motivera varfor F'(z,y,z) = 2 definierar implicit en funktion z = f(x,y) i en omgivning av
punkten (1,3) och bestdm riktningsderivatan av f i punkten (1,3) och i riktning mot punkten
(2,5).

c) Bestdm de stérsta och minsta viirdena hos F lings skiirningskurvan mellan konen 22 = 22 + /2
och planet x — 2z = 3.
Lésning a)

Gradienten utgdr en normal till tangentplanet. Gradienten &r

VF = (291:, 2y, —322)

—(2,6,—12). (8)

(1,3,2)

En normal n till ett plan plus en punkt P pa planet &r allt vi behover for att bestdmma det, och

det ges av
n-r=n-P,

(2,6,—12) - (z,y,2) = (2,6, —12) - (1, 3, 2),
2x + 6y — 122 = 24 18 — 24, 9)
2 4+ 6y — 122 = —4,
x4+ 3y — 62 =—2.
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Lésning b)

Derivatan m.a.p. z &r nollskild i punkten, dvs. F(1,3,2) =

—12 # 0, sa z definieras implicit av x

och y i en omgivning av den punkten enligt Implicita funktionssatsen. Vi har vidare att

vi=(-5w) = () = (3) 1o

Riktningen mot punkten (2,5) fran (1,3) ges av u = (2,5)

dit ges da av
11

v ()

6’2

(1,2)

V5

Lsning c)

—(1,3) = (1,2

). Riktningsderivatan

(11)

Vi soker max/min av F(z,y, z) under bivillkoren g; = go = 0 dér

gi(z,y,2) = 2> +y* — 2°

Vi kan anvénda Lagranges metod och vi far da de 5 ekvationerna:

E, =X\, +ng5, =
Ey =My, + 1gy,, =
F.=Xg1.+ngy, =
g1 = 0 —
go = 0 —

och ¢o(z,y,2) =20 —22—-3. (12)
20 =X (22)+p- 1, (13a)
20=A-(2y) +p- 0, (13b)
=327 =X\ (—22) +p- (—2), (13c)
22 =2+ (13d)
r—2z=3. (13e)

Lat oss strukturera upp losningsgangen for dessa ekvationer,

Ekvatlon :>/\*1\/y*0

/

Ekvation 1 i — =z

Ekx 1t10n 1

De enda kandidaterna r alltsa (—3,0, —3) och (1,

N\

Ekvation 1 3a = p=0
Ekvatlon 1.' = —322=-2z = z=0Vz=2

Ekvatlon 1 — z= Ekvatlon 1 — z =

z=0

Sem e

|z| > |z|: Motséger Ekvation (13d))!

Ekvatlon — = y =0

l

e) = 0=3 = Motségelse!

0, —1). Dér &r F(—3,0,—3) = 36 och F(1

707_

2, vilka alltsa maste vara max- och min-véirdena.



Tenta 2017-03: Uppgift 3

/ / e’ da dy, (14)

dir D ={(z,y) eR*: 0< a2 <1,z <y <1}

Berakna

Losning
Vi skulle kunna stélla upp integralen som

1

1
I://ey3 dy dz, (15)
0

NG
men sjuttsan vilken jobbig integrand vi behover integrera da!
Finns det nagot béattre satt?

Lat oss skissa omradet,

y=1— =z

sa ser vi att vi ocksa kan beskriva omradet som D = {(x,y) e R?: 0 <z <%0 <y < 1}. Om
vi skriver ut integralen for dessa granser far vi

1 y? 1
1 C |
I= //ey3 dedy = /y2ey3 dy = 3 [eyg] = g(e— 1). (16)
0
0 0 0

Tenta 2017-03: Uppgift 4

Lat Y C R3 vara ytan som ges av

t? t°
Y:{fr(s,t): (s+§—1,s—§—1,st2) :0§3§2,0§t§3}. (17)

a) Bestdm en funktion f(s,t) sa att arean av Y &r

A:/g/Qf(s,t)dsdt. (18)

(OBS! Du behover ej berdkna ytarean.)

b) Lat v vara den orienterade kurvan {r(1,t) : 0 <t < 3}. Bestdm ldngden av 7.
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c¢) Bestdm

/ Fdr (19)

dir F = (e¥* — my?sin(mx) , w2e¥* + 2y cos(mx) , Tye?® + 22).

Lésning a)

Arean av ytan ges av

A:/dS:/|dS| ://|r;><r;| ds dt (20)
Y

Y 1%
sa funktionen vi soker ges alltsa av hogerledets integrand, sa lat oss berikna denna integrand!

1 t2 2st — (—t%) 4+ 2st
rixri=1]x|-t*]=| tt—2st | =|t'—2st (21)
t? 2st —12 — 2 —2t2

sa alltsa ges funktionen f(s,t) = |r} x r}| vi soker av

fls,t) = \/(t4 + 2st)% + (t4 — 2st)® + (—2t2)*
= B+ 21425t + (2502 + 15 — 2 {4 25t + (—251)2 + 414 (22)
= V218 + 414 + 85212,

Lo6sning b)

Kurvan ges av parametriseringen

r(1,t) = (ﬁ v t2) (23)
) 3 g

och saledes dess derivata av

r'(1,t) = (*, —t*,2t) . (24)
Liangden av kurvan ges av

3 3 3
l:/|dr| :/|'r'(1,t)| dt:/mmf:/t\/mmh (25)
v 0 0 0

Vi infér variabelsubstitutionen u = 2t? + 4, du = 4t dt och far

22

1 L2 5 2 3/2 _ 43/2 1
4

- (11\/2_—4). (26)

Wl =

Lsning c)

Hmm... det &r flera snarlika termer i de olika komponenterna av F'... kan det vara sa att F ar ett
potentialfalt? Lat oss undersokal

Om F' ar ett potentialfdlt ska integralen m.a.p. resp. variabel for resp. komponent av F' ge oss
dess potential U. Lat oss prova borja med att integrera z-komponenten m.a.p. z,

U= /Fm dz = ze¥* + y? cos(mx) + g(y, 2). (27)
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Sedan deriverar vi m.a.p. y och sétter lika med y-komponenten,

ou

5= xze¥* + 2y cos(mx) + g, (y, 2) = vze’” 4 2y cos () (28)
Y
vilket ger oss att
gy, 2) =0 = g(y,z) = h(2). (29)
Lat oss nu derivera U m.a.p. z och sétta lika med z-komponenten,
ou
i zye”” + 1 (2) = xye¥” + 22 (30)
z
vilket ger oss att
W(z) =22z = h(z)=2>+C. (31)
Alltsa har vi att potentialen ges av
U = ze”” + y® cos(mx) + 2° + C. (32)

I och med att F' alltsa ar ett potentialfilt, ridcker det med att kolla potentialens vérde i kur-
vans start- och slutpunkter. For startpunkten far vi »(1,0) = (0,0,0) och for slutpunkten far vi
r(1,3) = (9,—9,9). Kurvintegralen ges alltsa av

/F ~dr = U(9,-9,9) — U(0,0,0) = 9e " + 81 cos(97) + 9% = 9e > (33)
.

Tenta 2017-03: Uppgift 5

Lat K = {(x,y,z) ER3: 14+ /a2 +y? <2< /25 — a2 —yQ}.
a) Skissa omradet K.
b) Bestdm flodet ut ur K av vektorfiltet F = (yz + xz, 22 + yz, 22 + y)

¢) Bestdm masscentret for en kropp som ockuperar omradet K och ér gjord av ett homogent
material.

Losning a)
Symmetriskt i xy - lat oss studera formen i zz-planet!

Dér géller att 1+ |z| < z < /25 — 22

Lat oss skissa dessa,



och sedan ar det bara att vi roterar detta runt z-axeln.

Losning b)
Flodet ® ut ur K ges av

— [ F.dS= | V-FaV (34)
[rs=]

enligt Gauss sats. Divergensen ar V - F' = z + z + 22 = 4z, sa Gauss sats passar vél hér!
Flodet ges alltsa av

25— :c2—y

o — /de—4// / zdzdxdy—Q// V25 ji‘y dz dy
Va2 ty?

m(K) 14 062+y

:2//25—1:2—y2—<1+\/x2+y2) dz dy

x(K) (35)
:2//25—x2—y2— <1+2m+x2+y2) dx dy

7(K)
:4//12—x2—y2—\/mdxdy.

w(K)

For att hitta projektionen i xy-planet sitter vi de tva olikheterna lika. For r? = 2?2 4+ 2 far vi da
l+r=v25—12 = 1+2r+r*=25—1" = 71’4 7r—-12=0 (36)

vars enda losning r > 0 &r r = 3. Alltsa ar m(K) lika med cirkelskivan r < 3. Flodet kan alltsa
vidare beraknas till

3
'/
0

1 1.]° 1
:8W[6r2—1r4—§r3} :87r(54—1-81—9> zsm%:wsw.
0

27 3
(12—7“2 —r)rd@d’r’:87r/127’—7’3—7‘2dr
0 0

o
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Lésning c)
Lat oss beteckna masscentret m = (my, my,, m.).

Av symmetriskél maste det gélla att m, = m, = 0. Daremot &r m, # 0 sa den behover vi berékna.

Den ges av
/ zdV

K

/dV'

K

m, =

(38)

Vi har redan berdknat téljaren (se deluppg. (b)), men vi behover berikna ndmnaren. Vi har

21 \/25—7r2

3
V—/dV—// / rdzdfdr
K 0 0

1+r
3
:27r/<\/25—7’2—1—7’>rd7’ (39)
0
3

3
=27 /r\/25—r2dr—/r+7"2dr
0 0
Den forsta delintegralen I; beriiknas med variabelsubstitutionen u = 25 — 7%, du = —2rdr,

1 : 1 i 172 B 61
Il:_5/_2T\/25—7“2d7“:—§/\/adu:5 |:—U3/2:| :§<125—64):? (40)
25

3 16
0

Den andra delintegralen I, beridknas direkt

3
1, 1,7 9 27
2 /r—l—rdr {27’ —|—37“L 2+9 5 (41)
0
Volymen ges alltsa av
61 27 41 41
V=2 ) =9 === 42
7T(3 2) 6 3" (42)
och dérmed ges m, av
$-1987 198 3 297
=4 =22 =2 43
R TP T 82 (43)
Masscentrum ligger alltsa i (0, 0,297/82).
Tenta 2017-03: Uppgift 6
Berékna
j{ydx—xdy—i- (zQ—xy) dz (44)

Y

dér ~ dr skiirningskurvan mellan den paraboliska cylindern z = y? och den cirkuliira cylindern
2% +y? =9, orienterad moturs sett uppifran lings z-axeln.

Tips: Orienteringen innebér att v ar positivt orienterad som rand till det positivt orienterade
stycket av den paraboliska cylindern.



Losning
Lat oss borja med att identifiera omradet.

Sambandet z = y? ger oss som en y = x’-kurva, fast i yz-planet, som inte fordndras nir x
forandras.

Sambandet 22 + y? = 9 ger oss en cylinder med radie 3.

Om vi skissar dessa far vi nagot likt det vi ser i Figur [T}

Ay
i e
L e e e
e TR, S
h"?;"r‘;{i':ﬂ'f::':ﬁ:g?ﬁ
BRI

R iry e
& T
]_ U - 'ﬂ-{f-l'i LT

Y,
J'i,r;-"ﬂ';;f#;;j
e e

au,«,,g;{;,_f;;y,_.;‘;ga
Iy

{7
et

ey
.r""-'{i

A
'::gr_.lﬂgj i
i

W r
Rl
Fi'::' !::J',r' .l';:ﬂ:l'
]
.{;” ot

Figur 1: De tva ytorna.

Vi har alltsa vektorfiltet F = (y, —z, 22 — xy) och kurvintegralen kan skrivas om med Stokes sats

il
I:%F-dr:?{F-drz/(VxF)-dS (45)
¥ oY Y

dar Y alltsa &r ytan som kurvan inringar. Rotationen ges av

0, Y —x—0 —x
VxF=|0,] x —z =(0—-(—y) | =1| vy (46)
0, 22—y -1-1 —2

Enkelt uttryck for rotationen = Stokes passar nog vél!

Ytan kan parametriseras med x och y enligt

r(z,y) = (v,9,4°) (47)
dér o och y ligger i cirkeln 22 + 3? < 3%2. En normal till ytan utgors alltsa av
1 0 0-0 0
n=r,xr,=|0]x[1]=[0-2y|={-2y]. (48)
0 2y 1-0 1
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Alltsa kan ytelementet skrivas

dS =ndS = % -In| dedy = (0, -2y, 1) dzdy (49)

och var integral da skrivas
I= //(—x,y, —2)-(0,—2y,1)dzdy = —2// y? + 1dz dy. (50)
x(Y) m(Y)

Projektionen av Y &r en cirkel med radie r < 3, sa vi 6vergar till poldra koordinater,

3 or 3 2 2
I= —2// (p*sin®0+ 1) pdfdp = —2/,0 /p251n20d9+/ dé | dp. (51)
00 0 0 0
Nu behover vi alltsa berikna tva delintegraler. Den forsta ges av
2
L = pQ/F%S(%)dQ = mp’. (52)

0
Den andra ar bara 27. Den totala integralen &ar alltsa

3

3
I = —2/p(7rp2—|—27r) dp = —2#/(p3—|—2p) dp = —2m [—p4+p2
0 0

Tenta 2017-06: Uppgift 1

Lé’t f(x7 y) = 1+§—;__7_y2 .

a) Bestam riktningsderivatan for f i punkten (3,1) och i riktning mot punkten (4,4). Bestam ocksa
ekvationen for tangentplanet till funktionsytan z = f(z,y) i punkten (3,1,4/11).

b) Motivera, utan att aberopa derivator av nagot slag, varfor f(x,y) antar bade ett storsta och
ett minsta viirde i den slutna kvadranten D = {(z,y) € R? : 2 > 0,y > 0}. Bestdm sedan dessa
vérden (eventuellt med hjilp av derivator nu).

Lo6sning a

Vi bérjar med att ta fram gradienten, vilken finnes genom att derivera m.a.p. bada funktionsva-
riablerna,

= L-(I+a224+y?) —(v4y) - 20 1—2>4+y* -2y 3 1-9+1-6 _ 13 (54a)
v (14 22 +2) O (Q+a22+2)? 112 121
f':[syrnmetri]:1+x2_y2_2xy(3£1)1+9_1_6: 3 (541)
v (1+ 22 + y2)° 112 121

Riktningen fran (3,1) till (4,4) ges av u = (4,4) — (3,1) = (1,3). Riktningsderivatan ges av
storleken av gradienten projicerad pa riktningsvektorn, dvs.

_L(_ ).(1,3)_—13+9__ 4
121 ’ V10 12110 12110

10

Vf-a (55)



Tangentplanets ekvation lyder i allménhet

z— 20 = [(w0,90) - (v —x0) + f;(iﬁo,yo) (Y = Yo)- (56)

Punkten (xg, y0, z0) dr given i uppgiften och vi har redan beréiknat derivatorna, sa det &r bara att
stoppa in:

4 13 3
I OV 2 (y—1
ST @+t u-1.
13 3 4 393 (57)
2t Tl T T T 1

13z — 3y + 1212 = 44 4 39 — 3 = &0.

L6sning b
Sluten kvadrant..?

Vi ser snabbt att f = 0 i bade origo och “i oéindligheten”, att f > 0 samt att f saknar singuléra
punkter. Alltsa &r 0 minsta viardet och f maste anta ett storsta virde.

Hur hittar vi storsta vardet da?

For det inre omradet kan vi underscka var Vf = 0, men vi behoéver dven undersoka omradets
rand, dvs. x- och y-axlarna.

Det inre omradet

Vi kan anvéanda de tidigare harledda derivatorna for gradienten. De dr enbart noll da deras téljare
ar noll, sa vi har

1—a2?+y? — 22y =0, (58a)
1+2* —y* =22y =0 (58b)

vilket ger oss, om vi ldgger ihop ekvationerna, att

1 2
2—4ry=0 = ay=— b5y =y = r=y=

; (59

s

Funktionsvérdet i denna punkt ar

11y _ vty V21
f(\/i’\/i)_1+%+%_ 2 V2 o)

Randen

Eftersom f(y,z) = f(z,y) sa ridcker det att vi kollar en av axlarna. Lat oss infora en delfunktion

for randen,
x

g(z) = f(x,0) = 1+ 22

Denna funktion g &r noll i origo och “i oéndligheten”, sa dess maximum maste ligga ddremellan.
Vi deriverar g och sétter till noll,

(61)

1-(142*) —z-2¢ 1-—2a?
g() (1—|—$2)2 1+ a2 (62)

vilken endast &dr noll da téljaren &r noll, dvs

1-2°=0 = =x=1, (63)

Funktionsvérdet i denna punkte &r g(1) = 3.
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Sammanstéillning

Eftersom \/Li > % ar det storsta vardet \/Li (Det minsta var som sagt 0.)

Tenta 2017-06: Uppgift 3

/

a) Berdkna
4—g2

ze?y
4
/ 4_ydydx (64)
0

b) Bestdm, med bevis, virdet av
oo

/ e da (65)

0

b-uppgiften utgar!

Losning a)

Svar integrand (att integrera m.a.p. y forst)! Kan den bli ldttare om vi omformulerar grénserna?
Lat oss skissa gransernal

Vi har att

sa vi kan omformulera gréanserna sa att integralen &r
4 i—y 4

2y 2y 1 -y
I:// e dxdy:/ © —a? dy
4—y 4—y |12 |,
0

) 0 (67)

171 ,,1°
eWdy == {—er} = (e —1).
/ 5] =36

0

o

N | =
o
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