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1 Dubbelintegraler over godtyckliga omraden

Definition 1: Lat D; C Dy C R? vara kompakta men i &vrigt godtyckliga méngder och 14t en
funktion f: D; — R. Funktionens nollutvidgning till Dy &r da fp, : Dy — R dar

= {20 2

Detta kan nu anvéndas for att definiera dubbelintegraler 6ver ett kompakt omrade D C R. Lat da
f + D — R vara en kontinuerlig funktion pa D och lat A vara en axelparallell rektangel sa att D C A.

Da kommer
/ /A fale,y)dudy 4 / /D f(a, y)dady 2)

eftersom fa(z,y) = 0 6verallt utanfor D.

Detta gors genom att skapa en partition av A och inféra trappfunktioner ®(z,y) och ¥(x,y) som
ar konstanta pa varje ruta i partitionen sa att ® < fa(z,y) < ¥ pa A. Da kommer fa vara inte-
grerbar 6ver A om vi kan vélja partitionen sa att V e > 0 3 &, ¥ och

/ /A Vdady — / /A ddzdy < e. (3)

Visuellt blir det tre sorters rutor som man behéver kunna integrera 6ver, de helt utanfor eller innanfor
D och de pa randen av D, dD. Pa rutor som ligger helt utanfér D kommer ® = ¥ = 0 vilket innebar
att dessa rutor inte bidrar nagonting till differensen i (3). Rutor helt i D kan integreras 6ver pa
samma sitt som for axelparallella rektanglar da f ar kontinuerlig pa alla rutor innanfér 0D. Pa de
rutor som innehaller 0D kan daremot en diskontinuitet uppsta pa 0D. For att behandla detta later
vinu A = U?zl A; beteckna de rutor som snittar 9D sa att 9D C A. Pa varje delruta A; kommer nu
® = 0 medan ¥ = maz{f(z,y)|(z,y) € A;} da rutan bade snittar D; och Dy \ D;. Vi behover nu

endast uppfylla, for ett godtyckligt € > 0,
/ / Udrdy < ¢ (4)
A

for att (3) ocksa ska kunna uppfyllas for ett godtyckligt e > 0. For att (4) nu ska gélla maste arean
av A kunna goras godtyckligt litet eftersom W #£ 0 i allménhet. D maste alltsa vara en nollméngd.

Definition 2: En mingd M C R? kallas for en nollmingd om det for varje ¢ > 0 existerar dndligt
manga axelparallella rektanglar Ay, ,, A, sa att

M C U A; och ZArea{Ai} <e. (5)
i=1 i=1
Definition 3: En kompakt mingd M C R? dr kvadrerbar om M &r en nollméingd enligt Definition 2.

Om D &ar kvadrerbar sa att 0D uppfyller Defenition 2 och saledes &r en nollmangd kommer vi kunna
vélja partitioner sa att (4) géller for godtyckligt € > 0. Vilket leder till f6ljande sats.

Sats: Om D C R? ir en kompakt och kvadrerbar mingd medfér detta att varje kontinuerlig funktion
f: D — R? ar integrerbar &ver D.



2 Trippelintegraler

Trippelintegraler kan anvindas for att berdkna volymer i R3. Teorin for integraler 6ver kompakta och
kvadrerbara omraden i R? #r enkel att utvidga till R3. Skillnaden #r att en méingd i R? ar kvadrerbar
om dess rand saknar volym (area i R?).

Lat D C R? vara en kompakt och kvadrerbar mingd. DA giller att:

vol(D) = / / /D 1 da dy d=. (6)

Ett vanligt scenario ar att D ligger mellan tva funktionsgrafer. Da géller:

D = {(z.9:2): f(w9) < = < glaw), 9) €TD)} — vol(D) = [ L /f T

dér f och g ar kontinuerliga funktioner och II(D) &r projektionen av D i (z,y)-planet.

Exempel: For u > 01at Ty, = T(3,4) = {(7,y,2) : 2 >0,y > 0,2 > 0,2 +y+ 2 < u} vara en tetraeder
i R? med sidlingd w. Vi har att 0 < z < u — z — y, vilket tillsammans med II(D) ger

vol(Tig.0)) z//H(D)(u—x—y)dmdy:/ou da;/ow(u—x—y)dyz...z <. (8)

2.1 DMassa

En kropp ockuperar det kompakta och kvadrerbara omradet K C R? och dess densitet kan beskrivas
med funktionen p(x,y,x). Da kan den totala massan berdknas med en trippelintegral:

M= ///Kp(x,y,z) dx dy dz (9)

2.2 Medelvarde och masscentrum

Lat f : R® — R vara en integrerbar funktion av tre variabler och D C R® vara en kompakt och
kvadrerbar méngd. Medelvardet av f pa D ges da av:

S o) de Zﬁfffo(x,y,z)dccdydz
To = al(D) ///Df( Y, 2) dody dz = [T, 1dadydz (10)

Masscentrumet for ett objekt ges fran medelvardet av positionen av dess massa. Darmed ges m =
(Mg, My, my) av:

_ fffpf‘/)(%y,z)dxdydz

M = [y p(x,y, 2) dedydz (11)

(Samma sak kan géras for m, och m, genom att byta ut x mot y eller z i téljarens trippelintegral)



2.3 Enhetsklotet

Det n-dimensionella enhetsklotet, B,,, ges av mangden:

By ={z e R" | [lz| <1} (12)

Vi har ocksa att volymen for enhetsklotet ges av den multipla integralen:

un://.../Bnldm (13)

Sats: Vi har denna rekursionsformel for ,,:

1 =2
o =T (14)
f =25 pp—2,V 0 >3

Bevisidé: For n = 1 ges "volymen” av lingden av streckan —1 till 1, for n = 2 ges ”volymen” av

arean for cirkelskivan med radien 1. Vi kan sedan skriva om ||| < 1< 22 | +22 < 1- 37222

Man tillimpar sedan Fubinis sats och déarefter metoden for nivaytor i n — 2 dimensioner och far da:

=T 1 _o(n — — "3 du
o = /Oun< 2)(1 - w?)u"3d (15)

Vilket &r lika med vart uttryck i rekursionsformeln (14).

2.4 Vanliga koordinatbyten i R?
2.4.1 Cylindriska koordinater

Vid bytet fran kartesiska till cylindriska koordinater gar man (z,y, z) — (1,0, z) dir z dr hojden fran
xy-planet. r och 6 ar sedan de polara koordinaterna

x=r-cosf
y=r-sinf . (16)
z=2z
Funktionaldeterminanten for koordinatbytet blir densamma som for bytet till poldra koordinater da
endast x och y berors
d(x7 y’ Z)

d(r,0,z) - (17)

2.4.2 Sfariska koordinater

Vid bytet till sfiriska koordinater gar man (z,y,z) — (r,0,¢) dir r ar avstandet fran origo, 6 &r
vinkeln mellan punkten och den positiva z-axeln, och ¢ &ar vinkeln mellan punktens projektion pa
zy-planet och den positiva z-axeln

x=7-8inf-cos¢
y=r-sinf - -sing . (18)
z=r-cosl

Funktionaldeterminanten for detta koordinatbyte blir da

d ' Yy .
m =72 - sin. (19)



3 Kurvor

3.1 Kurvors definition och terminologi
Definition 4: Lat a < b vara reella tal, 1at & > 0 och n > 1 vara heltal. En C*-funktion

r:la,b] — R" (20)
kallas for en parametriserad och orienterad C*-kurva i R™. Ofta brukar man slarva och bara skriva/

sidga kurva.

r(a) kallas for kurvans startpunkt, och r(b) kallas for kurvans slutpunkt. Vidare kallas kurvan sluten
om r(a) = r(b), och enkel om det V ¢1,t2 : a <ty <ty < b géller att r(t1) # r(t2).

3.2 Orientering och parametrisering

For foljande begrepp ar det fordelaktigt att betrakta en kurva som en bana som en partikel ror sig
langs ett tidsintervall. Kurvans orientering ar da at vilket hall partikeln ror sig pa kurvan. For att
byta orientering gors ett sa kallat orienteringsbyte, genom att ersidtta r med

s:[a,b] — R" (21)
dar s(t) = r(a+b—t). Pa sa sitt blir startpunkten slutpunkten, och vice versa, med behallen kurvform.
Parametrisering beskriver exakt var partikeln befinner sig vid varje tidpunkt, For att partikeln till
exempel ska fardas snabbare i borjan, eller fardas Gver ett annat tidsintervall, gors ett parameterbyte.

Da ersatts » med
s:[e,d— R" (22)

och det infors en C*-funktion
@ : [a,b] — [, d] (23)

med foljande egenskaper:
L. ¢(a) = c och ¢(b) =d.
II. ¢ ar vaxande.

IIL. s(p(t)) =r(t)VtE [a,b].

3.3 Hastighet, fart och acceleration

Definition 4: Lat 7 : [a,b] — R™ vara en parametriserad och orienterad C'-kurva. For varje
t € [a,b] kallas /(t) for hastigheten vid tiden ¢, och ||v/(t)|| kallas for farten vid tiden ¢. Notera att
hastigheten bildar en tangentvektor till kurvan vid tiden ¢, och att farten &ar langden av denna vektor.

Definition 5: Lat 7 : [a,b] — R™ vara en parametriserad och orienterad C?-kurva. For varje
t € [a,b] kallas r"'(t) for accelerationen vid tiden ¢.
3.4 Lingden av en C'-kurva

Under en infinitesimal tid [t, ¢+ dt], giller att en partikel som rér sig efter Cl-kurvan r hinner forflytta
sig dL = ||r’(t)||dt laingdenheter. Genom att integrera bada leden far vi alltsa att den totala langden
mellan tva punkter r(a) och r(b) pa kurvan ges av

b
L:/ I ()] dt. (24)



Vidare galler dven att denna formel ar valdefinierad, d.v.s. att den ar oberoende av hur kurvan ar
parameteriserad.

Ett specialfall som #r viirt att notera ir da den undersckta C''-kurvan representerar en funktionsgraf
i R?. Det naturliga séttet att parameterisera kurvan blir i detta fall 7(z) = (z, f(z)). Genom derivering
och inséttning i (24) erhalls sambandet

b
L= [ VIT @) do (25)

dar (a, f(a)) och (b, f(b)) ar kurvans dndpunkter.

3.5 Kurvor i fysik

Lat u(t) och v(t) vara tva C'-kurvor i R". Genom tillimpning av produktregeln kan det hirledas att
tidsderivatan for skalarprodukten av w(t) och v(t) kan skrivas som

%(U(t) ‘() = u/(t) - v(t) +u(t) v (1) (26)

Skalarprodukten for kurvor tillampas inom fysik for att berdkna skillnader i kinetisk energi hos partiklar
som ror sig i kurvbanor. Lat en partikel folja C'-kurvan = : [a,b] — R3. Genom anviindning av
integralkalkylens fundamentalsats och Newtons andra lag kan det hérledas att skillnaden i kinetisk
energi mellan tva punkter r(a) och 7(b) pa kurvan kan beréknas som

b
AEy = / F(r(t) - (t)dt (27)

dar F(r(t)) ar ett kraftfalt och »/(t) ar partikelns hastighet. Pa grund av dess fysikaliska tolkning
brukar detta kallas for arbetsintegralen.

P& samma satt som for skaldrprodukten sa kan tidsderivatan av kryssprodukten mellan tva kurvor
u(t) och v(t) i R? beriiknas enligt

d
%(u(t) xv(t)) =u/'(t) x v(t) +u(t) x V(). (28)
Kryssprodukten tillampas fysikaliskt pa s.k. centralrorelser.

Definition: En partikel séigs utféra en centralrorelse med avseende pa en punkt P om kraften som
den upplever alltid ar riktad mot P.

Definition: En partikels vinkelmoment med avseende pa en punkt P ges av
L=rxp=m(rxv), (29)

dér r ar ortsvektorn med avseende pa P.
Med hjalp av dessa definitioner, samt (28) och Newtons andra lag, kan vi stéilla upp Keplers lag:

Keplers lag: Om en partikel féljer en centralrorelse kring en punkt P sa &ar dess vinkelmoment
med avseende pa punkten konstant.

Denna kan i sin tur delas upp i tva relevanta konsekvenser, vilka tillsammans utgor en alternativ
uppstallning av Keplers lag.



I. Partikeln ror sig i ett plan.

II. Partikeln sveper ut en area i planet kring centralpunkten i konstant takt.

4 Ytor

Definition: L&t D C R? vara en kompakt, kvadrerbar mingd och n > 3, £ > 1, n,k € N. En
CF-funktion 7 : D — R”™ kallas for en parametriserad C*-yta i R”.

Notation: Om vi har en C*-yta enligt definitionen ovan dir n = 3giller

(Svt) - T(Svt) = (lL’(S,t), y(s’t)a Z(S,t)). (30)

Vidare kan vi harleda foljande uttryck for arean av ytan:
o o

A://D Bsx(“)t

dar kryssprodukten av r’s partiella derivator ar en normalvektor till ytans tangentplan i punkten
r(s,t) och normen av samma kryssprodukt kan tolkas som arean dS av ett infinitesimalt parallel-
logram i detta tangentplan.

ds dt (31)

Det finns tva specialfall av ytor i rummet vilka &r varda att studera vidare.

1) Ytan tillhor en funktionsgraf z = f(x,y). Da ar den naturliga parametriseringen

(@,9) = r(z,y) = (=, y, f(z,9)) (32)

Fran (31) kan vi hérleda foljande formel for arean av en funktionsyta:

A://Dy/l—s—fz%rff dz dy. (33)

2) Ytan ér en nivayta pa formen F(x,y,z) = C. Antag att F, # 0. IFS = z = f(x,y).
Da kan ytarean berdknas enligt formeln

A= // IvEl dz dy. (34)
p=n(y) I%



