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1 Dubbelintegraler over kvadrerbara omraden

Vi har hittills endast behandlat dubbelintegraler éver (axelparallella) rektan-
guldra omraden, men vi ska nu utoka till att omfatta omraden med en mer
godtycklig form. For att kunna gora detta behdver vi definiera nollutvidningen
av en funktion.

Nollutvidgningen definitioner:
Lat Dy C Dy vara delméngd i R™ och f : D1 — R en funktion. Nollutvidningen
av f till Dy &r funktionen fp, : Do — R givet av:

) f(x) omxe€ D
fD2(X)—{0 o, )

vilket ar valdigt snarlikt men skillnaden blir att fp, dr definierad &ven utanfor
Dy, och har vardet 0 dér, medan f ar odefinierad. Med detta kan man definiera
dubbelintegralen av f 6ver D pa foljande vis:

//Df(x,y)d:vdy://AfA(x,y)dxdy, (2)

dar A ar en godtycklig axelparallell rektangel som uppfyller D C A. Eftersom
nollutvidningen fa &r 0 utanfér D spelar formen eller storleken pa A ingen roll,
bortsett fran att D maste vara en delméngd av A.

Enligt definition sa &ar en funktion fa integrerbar om man kan ’stinga in den’
godtyckligt val mellan tva trappfunktioner, som agerar som nedre respekive
6vre begrénsningar fér fa. Om man nu delar upp A i mindre och mindre
rektanglar sa kan man utan problem integrera over rektanglarna som ligger
helt innanfér randen av D, (eftersom vi sedan innan definierat integraler ver
axelparallella rektanglar), och pa de rutor som ligger utanfor D blir integralen
uniformt 0. Det som blir problematiskt 4r de rutor som skérs av randen 0D,
eftersom det inte gar att ’stdnga in’ fa pa ett tillrdckligt bra sitt. Detta da
den nedre uppskattningen maste vara < 0, medan den Ovre maste vara storre
an Maz(fa) i den rutan. Detta &r nagot som behover understkas. For att
metoden ska halla maste arean av randrektanglarna’ ga mot 0 nér indelningen
i rektanglar blir finare och finare, vilket leder oss till definitionen av nollmangd
och kvadrerbar mingd.



I ord innebér nollmingd en mingd i R? som man kan ’stinga in’, dvs gora
delméngd till en annan méngd uppbyggd av ett andligt antal axelparallella
rektanglar, och att arean av unionen av dessa rektanglar ar godtyckligt liten.
Eftersom var ursprungliga méngd &r en delméngd av rektangelméngden gar i
detta fall &ven dess area mot 0, (vilket later som det vi ville i féregaende stycke).

En méngd var rand ar en nollméangd kallas d& en kvadrerbar mangd

Det gar att visa att alla dndliga C'-kurvor &r nollméngder, och dven vissa

CO-kurvor. I synnerhet ir varje reguljirt omrade kvadrerbart.
Fér CO-kurvor uppfyller bland annat vanliga #ndliga envariabelgrafer f(z) =
y nollméngdsvillkoren, men C°-kurvor kan ocksa se vildigt underliga ut, och
uppfyller som sagt inte alltid kraven fér nollmédngd. T.ex kan detta intréaffa
néar kurvan innehaller ’spiraler’, dvs nér den kan ha flera y-varden fér samma
z-virde. Bland dessa spiralkurvor finns det C°-kurvor som har positiv area, s.k
space filling curves.

Det allt detta leder till 4r att man kan definiera dubbelintegraler 6ver kvadrerbara
omraden, dvs formellt:

Sats: Lat D vara ett kompakt omrade i R och f : D — R en kontinuerlig
funktion. Om D ar kvadrerbart sa dr f integrerbar 6ver D.

2 Trippelintegraler

Det storsta fokuset kring trippelintegraler ar deras fysikaliska tillimpningar.
Materialet i sig skiljer sig inte fran dubbelintegraler. Vi skall nu anvinda oss av
olika strategier for att berdkna volym av olika kroppar med hjélp av trippelin-
tegraler.

Definition 1. Lat D C R? vara ett kompakt och kvadrerbart omrade. Séledes

) Vol(D) = /// - dedyds. (3)

2.1 Metoder

D ar ofta ett omrade mellan tva funktionsytor. Notationen brukar se ut som
foljer. {(z,y,2)|f(z,y) <z < g(z,y), (z,y) € E}.

E &r i detta fallet ”skuggan” som upkommer i zy-planet ifall solen hade
legat rakt 6ver z-axeln. Formellt sigs E vara projektionen av D pa xy-planet
och betecknas g, (D). Malet &r att reducera till en dubbelintegral genom att
integrera bort en variabel. Lat oss kalla detta en ”2+1 Fubini”. Efter reducering
till dubbelintegral kan tidigare kanda metoder tillampas.

ﬂ/))
Vol(D // dzdy[g(z,y) // dxdy/ (4)
z=f(z,y

oy (D)



Anmarkning: Ibland kan det vara till hjalp att anvénda sig av nivaytor
istallet.

Beroende pa typ av problem kan det vara lampligt att gora ett koordinatbyte.
Nagra av dessa skall nu introduceras.

2.1.1 Cylindriska koordinater

Samma som polara koordinater, fast behall z.
(z,y,2) < (1,0, 2)

T =rcosf
y=rsinfd =dV =drdydz =rdrdfdz. (5)
2=z

2.1.2 Sfariska koordinater

Med sfariska koordinater blir transformationen (z,y, z) <> (r, 0, ¢) och visualis-
eras som bilden nedan.

Z

x(16,0)

x =rsinfcos ¢
y=rsinfsing = dV =r?sinfdrdfde
z=rcosf

Dir 72 sin @ kommer fran Jacobianen, det vill siga r2 sin ) = ggf;’;g

Exempel:
3
Klotets volym ar som kant %. Vi verifierar detta genom att berikna en

trippelintegral med sfariska koordinater.
Lit0<r <R, 0<0<70<¢<2rochdV =r2sinfdrddde.

27 T R 5 ,
Vol:///1~dxdydz:/ / / T25in0d7’d0d¢:2ﬂ'~2.£:4ﬂ-R
0 0 0 3 3

klot
(6)

Vilket skulle visas.



3 Tillampningar av trippelintegraler

3.1 Massaberakning med hjalp av trippelintegraler

En trippelintegral kan tolkas geometriskt som en tecknad volym i R*. D#remot
en fysisk tolkning av trippelintegralen

///D p(x,y, z)dzdydz

kan vara att man betraktar funktionen p, som en varierande densitet Gver krop-
pen D, dir D C R? &r ett kvadrerbart omrade som kroppen ockuperar och
dx dydz ar en infinitesimal volym i kroppen. Densiteten ganger volymen blir
massa, integration 6ver D ger da massan for hela kroppen.

3.2 Medelvarde och masscentrum

Lat D C R* vara ett kompakt kvadrerbart omrade och f : D — R en kontinuerlig
funktion. Medelvardet av f i D ar

Wp fdzdydz
Vol / / fdwdydz = fffD dz dy dz

dir téljaren #r totala tecknade volymen under grafen f i R* samt nimnaren &r
volymen av D.

Masscentrum for en kropp ar det viktade medelvardet av varje infinitesimal
volym i kroppen. Det ar medelvardet av massans position och betecknas m =
(mg, my, m;). Varje axels masscentrum berdknas pa foljande vis

M, zpdrdydz
My = =P 7~
M pdxdydz

Samma beridkning gors med andra axlar genom att byta ut x till den 6nskade
axeln.

3.3 Multipelintegraler

Teorin som vi kénner till for dubbelintegraler géller dven for integraler i R™ och

betecknas som
/ /fxl,..., Ydzxy...dzy,

som &aven kan skrivas som
| s(@)ie
D

dir [ representerar en n-dimensionell integral.

Lemma 1. Klotet By, i R? med radie r > 0 har u(Bp,,) = r"u(By,).



Sats 1. Ldt By, vara det n-dimensionella enhetsklotet. Volymen av B,,, som
betecknas med u(B,,), kan skrivas med foljande rekursionsformel:

w(B1) =2, u(Bz)=m, w(B,)= Q%M(Bn_z), n=3,4,5.. (7)

4 Kurvor

4.1 Definition

En parametriserad och orienterad C*-kurva i R™ definieras av en C*-funktion
r:la,b] > R t— r(t) = (x1(¢), ...,z (1)), (8)

dir a <t < b,k >0o0chn >1. r(a) kallas for kurvans startpunkt och r(b)
kallas for kurvans slutpunkt. Om r(a) = 7(b) kallas kurvan sluten och om
r(t1) # r(t2) da a < t; < ty < b, ar kurvan enkel.

r(t) kan ses som en funktion som beskriver en partikels position pa kurvan
vid tiden t.

4.2 Orienteringsbyte

Vid ett orienteringsbyte ersétts r(t) med s(t), dar s(t) = (b + a —t). Detta
innebér att 7(b) blir startpunkten och att r(a) blir startpunkten.

4.3 Parametriseringsbyte

Om vi har tva funktioner

r:la,b] - R"
s: ¢, d] = R" (©)

av klassen C* dér a < b och ¢ < d, sigs de vara olika parametriseringar av
samma orienterade C*-kurva om det finns en bijektiv C*-funktion ¢ : [a,b] —
[c, d] som uppfyller dessa krav:

1. ¢(a) = c och ¢(b) =d,
2. ¢ ar vaxande,
3. Vt € [a,b] : r(t) = s(o(t)).

Informellt innebér ett parametriseringsbyte att en annan partikel féljer samma
bana men inte pa samma vis.

4.4 Hastighet, fart och acceleration

L&t v : [a,b] — R™ vara en Cl-kurva. DA definieras hastigheten vid tiden ¢ som
7' (t) och farten vid tiden ¢ definieras som ||r/(¢)||. Hastigheten ar alltid tangent
till kurvan och pekar it samma riktning. Accelerationen av en C2-kurva vid
tiden ¢ definieras som 7" (t).



4.5 Langd

Lat r = 7(t) vara en C*-kurva, da forflyttar sig en partikel striickan dr = /(t)dt
under en infinitesimal tid dt. Partikeln forflyttas ddrmed en infinitesimal langd
ds = ||dr||= ||7'(t)||dt, dar ds kallas {or langdelementet. Kurvans totala langd
kan beskrivas som integralen

L:/abds:/ab|r/(t)|dt. (10)

En Cl-kurvas lingd ér oberoende av dess orientering eller parametrisering.

4.6 Skalarprodukt
Proposition 1: Lat u(t) och v(t) vara C'—kurvor i R™.

%(U(t) ~v(t)) =u'(t) - v(t) +u(t) - V(1) (11)

4.6.1 Bevis:
g (ut) - v(1)
Enligt skalarproduktens definition &r detta samma sak som
4 (i wi(t)vi(t))
Summatecknet kan flyttas utanfor derivatan och ihop med produktregeln fas
D1 ui(t)vi(t) + wi(t)vi(t)
Da kan varje term summeras var for sig vilket ger

u(t) - v(t) +u(t) - v'(t) v.s.v

4.6.2 Fysikaliska tillampningar

Kinetisk energi Ey = % Lat en partikel folja en C'-kurva,
r:fa,b] > R"”

AFE, = %(slutfa?“t2 — startfart?)
Farten dr samma sak som ldngden av r’(¢), vilket ger

AE, = ([ (0)|P =[x’ (a)]?)



Enligt integralkalkylens fundamentalsats ar detta samma sak som

m b
AE, =7 [, %Hr’(t)Hth

Om vi anvinder att ||v/(¢)]|>= r/(t) - v/(¢) samt Proposition 1 far vi

V(e () X (1) + x () - (1)t

a

AE, =12 [

Da det star r/(¢) - r”(t) tva ganger kan vi sla thop dem och multiplicera med
2, dérefter flytta in m, sa

AE = [P(mr”(t) v/ (t))dt
Enligt Newtons andra lag blir det
ABy, = [}(F(x(t)) - x'(t))dt,

dér F ar den sammanlagda kraften som verkar pa partikeln. Integralen pa
den hir formen lings en Cl-kurva i R™ kallas for kurvintegral eller arbetsinte-
gral.

4.7 Kryssprodukt
Proposition 2: Lat u(t) och v(¢) vara C'—kurvor i R3.
%(u(t) X v(t)) =u'(t) x v(t) +u(t) x v'(t) (12)

Bevis pa liknande sétt som Proposition 1.

4.7.1 Fysikaliska tillampningar

Vinkelmomentum ges av
L=m({rxv)=rxp

dér r ar ortsvektorn m.a.p den punkt partikeln har centralrérelse runt, v ar
partikelns hastighet, p ar det linjira momentumet

Centralrorelse - en partikel sigs ha centralrorelse i forhallande till en punkt,
O, om kraften pa partikeln alltid ar riktad mot O.

Antag att en partikel har en centralrorelse i forhallande till en punkt, O, och
att r(t) ger partikelns position vid tid ¢. Da far vi

L(t) = m(r x v) = m(x(t) x r'(t)) (13)



Med hjalp av Proposition 2 och Newtons andra lag kan det visas att

Ly
dt
eftersom centralrorelsen medfér att r och F &r riktade i motsatt riktning.
Darmed &r deras kryssprodukt 0. Kryssprodukten av samma vektor a&r 0 och
da blir férsta termen ocksa 0.
— 41,(t) = 0 (dvs konstant vinkelmomentum)

(t) =mlr'(t) x r'(t)] + r(t) x F(t) =0, (14)

Konsekvenser
4 (r(t) x r'(t)) = 0 medfér att r och v spanner upp ett plan, och dirmed ror
sig partikeln i ett plan.
Den infinitesimala arean som partikeln sveper Gver en viss ininitesimal tid &r
konstant
dA _
‘@ =0

Dessa tva konsekvenser kallas for Keplers lag.

5 Ytor

Definition: Lat D C R? vara en kompakt kvadrerbar méngd, £ > 0 och n > 2
ar heltal. En C*-funktion

r:D—R" (15)
kallas da for en parametriserad C*-yta.
Notation:
r: D —R3
(16)
D > (s,t) = r(s,t) = (z(s,t),y(s, t), 2(s,t))
5.1 Ytarea

Om funktionen r tillampas pa en infintesimal axelparallell rektangel med horn i
punkterna (s,t), (s+ds,t),(s,t+dt), (s+ds,t+dt) fas ett infinitesimalt paral-
lellogram med hérn i punkterna r(s,t),r(s + ds,t),r(s,t + dt),r(s+ds,t + dt).

Arean pa det parallellogrammet kallas for areaeclementet pa ytan, vilket
betecknas dS. dS = Hf[ X 17” , dér @ och ¥ &r sidorna fran punkten r(s,t) i par-
allellogrammet. Sa @ = r(s 4+ ds,t) —r(s,t) och ¥ = r(s,t + dt) — r(s, 1), vilket
genom linjdrisering kan skrivas som @ = %(s,t)ds respektive ¥ = %(s,t)dt.
Alltsa fas dS = H%(s,t)ds X %(s,t)dtH = ’ I (s,t) x %(s,t)H dsdt. Den to-
tala ytarean fas da av dubbelintegralen:

I,

9r(5,¢) x %(s,t)H ds dt (17)



5.2 Specialfall 1

Ytan hor till en funktionsgraf z = f(x,y). Parametrisering:

r: D —R3

(2,9) o 2(229) = (2.9, f(.9). 18)

Forutsatt att ytan dir C' <=>r € C! <=> f € C! giller

or

ox
or

or 0

= (1,0, fz)

Detta innebir att dS = Ha (5,8) x 2 (s,t) H dsdt = \[1+ f2+ f2dvdy. Alltsa

fas ytarean av en funktionsyta av dubbehntegralen

//H(Y),/1+f§+fy2dxdy (20)

Dér II(Y') &r projiceringen ner till z, y-planet

5.3 Specialfall 2

Ytan #ir en nivayta till en C'-funktion av tre variabler, m.a.o F(z,y, z) = ¢ dir
c ar en konstant.

Antag F, # 0 pa hela nivaytan. Da sdger Implicita Funktionssatsen att
Z:f<.'17,y),f € C* och fz = _T?afu = _TFy

z

Som vi sag 1 Specialfall 1 &r da ytarean

//li(y)mdmdy://n(y) \/1+ (_F

2 2
—F, // [VE||
Y dedy = dz d
+(Fz> v ny) |z v
(21)



