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1 Kurvintegraler

Lat D C R? vara en domiin, a < b reella tal, r : [a,b] — D en C'-kurva och F : D — R".

b
/ F(r(t) - ' (t)dt. (1)

Denna integral kallas for kurvintegralen av F' eller for arbetet som F' utfor 6ver striackan. Varje position har
ett viarde dér integralen summerar vardet 6ver den kurva vars arbete ska beréiknas.

1.1

1.2

Proposition
Parametrisering paverkar ej integralens virde

Byte av orientering paverkar dock och byter tecken pa resultatet.

Notation

~ och C &r standardbokstéver for att beteckna kurvor

En vanlig forkortning &r:

b
/ F(r(t)) - v/ (t)dt = / Fdr @)
a gl
En annan vanlig omskrivning &r:

/YF-dr:/de+Qdy (3)

~

Den kommer av att F = (Fy, Fy) = (P,Q) och att dr = (dz,dy). I tre dimensioner ldggs F3 = R och
dz till.

Detta kommer av propositionen kring orientering. Byte av orientering betyder teckenbyte pa svaret.

/7F~dr/7Fodr (4)

Integraltecknet med en cirkel betyder att integrationen sker 6ver en sluten kurva

%F-dr (5)



1.3 Jordan curve theorem

Lat v vara en enkel och sluten kurva i R2. D4 bestar R\ v av tva sammanhiingande komponenter. Exempel
pa detta #r ~; i figur [1} v, & andra sidan, #r inte enkel och delar upp R? i tre komponenter.

Figur 1: v, och v, ér tva kurvor i R?

De tva sammanhingande komponenterna som bildas av en enkel och sluten kurva kallas for kurvans insida
och utsida. Insidan &r alltid en begrdnsad méngd och utsidan &r alltid en obegridnsad méngd.

1.4 Definition om kurvors orientering

Lat v vara en enkel och sluten kurva i R2. v siigs vara positivt orienterad (respektive negativt orienterad)
om y:s insida dr vénster (respektive héger) om fiardriktningen. Enligt konvention innebér

?ﬁp.dr (6)

att y dr positivt orienterad.

1.5 Berdkning av kurvintegraler
Tre metoder for att berdkna kurvintegraler kommer tas upp:

e Hitta en explicit parametrisering av kurvan och berikna foljande integral fran definitionen av kurvin-
tegral:

b
/ F(r(t)) - r'(t)dt. (7)
e Att hitta en potential till faltet F' om F' &r konservativt.

e Anvinda Greens sats (framst i n = 2).

2 Konservativa falt

2.1 Definition

Ett vektorfilt F' : D — R™ i ett omrade D C R™ séigs vara konservativt om den kan uttryckas som gradienten
av ett C'-skalirfilt ® : D — R enligt
F=V8&. (8)



® kallas skaldrpotentialen for F' och dr inte entydigt bestdmd, da V® = V(P + C). Eftersom konstanter
forsvinner vid derivering, finns alltsa flera skalarfalt som kan uppfylla F'.

2.2 Sats 9.4.2

Lat F: D — R"™ vara ett konservativt filt med potentialen ® i ett 6ppet omrade D. Kurvintegralen fv F-dr
over vilken Cl-kurva v : @ — b som helst kan da skrivas som fv F-dr = ®(b) — ®(a).

2.3 Bevis

Med parameterframstéllningen r = r(¢), a < ¢t < b, av kurvan v blir kurvintegralen f,y F-dr lika med f: F(r(t)) - r'(t)dt,

men eftersom F(r(t) = V®(r(t)) kan kurvintegralen skrivas som f; V®(r(t)) - v'(t)dt. Integralen paminner
om derivatan av en sammansatt funktion, och integranden visar sig vara den sammansatta funktionen
®(r(t)). Om r(a) = a och r(b) = b blir integralen [{)(r(t))]z = ®(r()) — ®(r(a)) = ®(b) — ®(a),
dér alltsa a och b &r start- och slutpunkten.

Satsen paminner om kalkylens fundamentalsats, men &r kanske inte lika intuitiv i flera variabler. Anledningen
till att kurvintegralen kan beriiknas pa detta sétt kan ledas tillbaka till att den &r oberoende av vigen, vilket
ar kénnetecknande hos ett konservativt vektorfilt. Om det inte spelar nagon roll hur véigen ser ut, sa &r
kurvans start- och slutpunkt de enda parametrarna som kan ha paverkan pa integralens virde; diarav “den
flerdimensionella kalkylens fundamentalsats”.

2.4 Sats 9.4.3
Vidare finns &nnu en sats, sats 9.4.3, som visar att sats 9.4.2 dven giller &t andra hallet. Lat D C R? vara
en domén och F : D — R? vara ett C° vektorfilt. Om kurvintegralen 9% F .dr =0 Vv sa &ar F konservativt.

2.5 Definition av virvelfritt vektorfilt

Lat F = (F1,F) = (P,Q) vara ett C'-vektorfilt i R%. F ar virvelfritt om 2% = %—5.

2.6 Sats 9.4.4

Med virvelfria vektorfilt definierade kan #nnu en sats definieras. Lat D C R? vara en domén och F : D — R2
ett O vektorfilt. Da giller:

F konservativt = F virvelfritt.

Observera att detta bara géller at ena hallet och for att lista ut om F' &dr konservativt behévs mer information.

2.6.1 Bevis

Antag att F' &r konservativt. Da finns det ett skaldrfalt ¢ sa att foljande géller:

_ 99 _ 09
—%OChQ— (9)

F=V¢$ = P )
dy

Detta leder till att foljande ekvation kan stéllas upp med hjilp av Clairauts sats:

or _ 0 (0¢\ _ 9 (99 _0Q
873/78?/ <8l‘> Cla;aut ox <8y> B ox n (10)



3 Greens sats i R?

3.1 Definition

Betrakta ett vektorfilt F = (P, Q) dir P och Q #r tva C'-funktioner definierade i en 6ppen méngd € i R2.
Om delomradet D av Q dr kompakt samt har en positivt orienterad rand 0D som bestar av en eller flera
styckvis C''-kurvor sa giller att

F.-dr = Pdx 4+ Qdy = // (862 - BP) dzdy. (11)
oD oD p\dzx 0y

Att randen dr positivt orienterad innebér att delméngden D ligger till véinster om fardriktningen foér varje
delkurva. Detta kan, men maste ej betyda detsamma som att ga moturs. Se figur

i Y

Figur 2: I den vénstra bilden gar kurvan vy moturs. Omradet D ligger alltid till véinster om kurvan, som alltsa
ar positivt orienterad. I den hogra bilden gar kurvan «; moturs, men for att randen 9D = 1 U 7y, skall vara
positivt orienterad behdver kurvan v, ga medurs.

3.2 Bevis
Beviset dr uppdelat i tre delar; [Steg 1} [Steg 2| och [Steg 3|

Steg 1

Vid antagandet att D dr reguljart i xz-led ska foljande visas:

aP
Pdx — // % dady. 12
3éD p Oy ( )

Att omradet dr reguljirt i z-led innebér att det kan partitioneras till ett dndligt antal delméngder; D =
Ui, D;, sa att for varje ¢ géller:

Di={(z,y) | a; <& < by, ai(w) <y < Bi(x)}, (13)

for nagra C! funktioner «; och ;. Vi kan rita upp en bild som illustrerar en sidan delmingd. Se figur



yl y = 0,(X)

X = Q; X =Db.

1

Figur 3: Delméngden D; med randen 0D; = v1 + 72 + 73 + V4.

For att hirleda ekvation [12| maste foljande visas for alla i =1,...,n:

75 Pdx = // dwdy
oD,

Hogerledet kan forenklas med Fubinis sats:

// ——dzdy—/ das/ﬁ " ——dy—/ da [P, y)]7) =
:/a‘ Pla, 0i(2) dx—/ Pz, Byl )):[thJH—/%de.

i

(14)

(15)

Eftersom att 2 och 74 dr vertikala blir fw Pdx = fm Pdx = 0. Harav kan dessa integraler adderas till det

forenklade hogerledet utan att virdet forandras, och ekvation [14] &r bevisad:

HL:/PdI—l—/ sz+/ de—|—/ de:/ Pdx = VL
71 Y2 3 Y4 oD;

For att nu visa ekvation summerar vi ekvation over alla i:

Z%D Pdz = Z//D a—ydxdy.

(16)

(17)

Hogerledet &r per definition detsamma som || f D dmdy Att vansterledet &r lika med 958 p Pdzx visas littast

med en bild, se figur [l Ekvation [I7] ger oss alltsa ekvatlon



Figur 4: Méngden D uppdelad i fyra delméngder; D1, Do, D3 och D4. Den positiva orienteringen innebér att
alla kurvintegraler ldngs inre kanter kancellerar varandra. Kvar blir kurvintegralen 6ver den yttre randen,
alltsa 0D.

Steg 2
Detta steg anvinder ett direkt analogt resonemang som dir D istillet antas vara reguljért i y-led,

och visar att
oQ
Qdy = // —dzdy. (18)
oD p Oz
Steg 3
I det sista steget antas D vara reguljért, alltsa reguljért i bade z- och y-led. Da giller bade och

vilket ger att
0Q 0P
Pdz + Qd :// <)dzd n 19
éD Qdy o 3y Y (19)

4 Tva tillampningar av Greens sats

4.1 Forst en definition:

En méngd M C R? sigs vara enkelt sammanhingande om féljande tva krav #ir uppfyllda:
(i): M #r (bagvist) sammanhéngande
(ii): For varje enkel, sluten kurva v i M giiller det att dess insida helt tillhor M.

I figur [5| nedan dr ett exempel pa en mingd som uppfyller krav (i), att den dr bagvist sammanhéngande,
dock inte krav (ii) och som dérmed inte dr enkelt sammanhéngande.



Figur 5: Den firgade méngden #r bagvist sammanhéngande, ddremot inte enkelt ssmmanhédngande, da det
existerar enkla kurvor som helt tillhér méngden, men vars insida inte gor det, dvs. de kurvor kring halen.

4.2 TillaAmpning 1: Sats 9.4.5

Lat D C R? vara en enkelt sammanhiingande domiin och F : D — R? vara ett C''-vektorfilt. Da giller:

F ar virvelfritt = F ar konservativt.

4.3 Bevis av Sats 9.4.5
Antag att att F = (P,Q), dir P och Q &r tva C'-funktioner definierade i D, r virvelfritt, det vill séiga att

o0 _op -
Or oy

Malet dr nu att bevisa att F' under detta antagande, samt under antaganden om méngden D som gors i
satsen, nédvéandigtvis dr konservativt. Enligt Sats 9.4.3 ricker det da att bevisa att SE,Y F - dr =0 for varje
enkel, sluten C'-kurva v i D, dvs. kurvintegralen dvs. arbetet som utrittas av kraftfiltet pd kurvan &r
oberoende av vigen och potentialen &r noll.

Tag nu en sadan kurva 7 och sétt I" till insidan av v, som enligt Jordans Sats &ér vildefinierad (kraven om att
kurvan ska vara enkel och sluten uppfyllda). Detta innebér att randen OI' av I' utgérs av kurvan v om den
orienteras moturs/positivt det vill sidiga, I ligger till vinster om firdriktningen som ges av 4’s parametrisering.

Da dominen D antogs vara enkelt sammanhéingande, kan slutsatsen dras att 4’s insida, I', helt tillhor
maéangden D, och att F', vars definitionsméngd &r mangden D, da &r definierad i hela I

Slutligen har vi alltsa ett vektorfilt F=(P,Q), diir P och Q #r tva C'-funktioner definierade i en 6ppen och
enkelt sammanhiingande mingd D i R?, samt att delomradet I' C D ir kompakt, det vill siiga sluten (per
definition) och begréinsad(Jordans sats), med den positivt orienterade randen v, som ges av en C*-kurva.
Darfor kan vi nu tillampa Greens Sats och far:

§I§F dr= F-dr //(aQ 8P>d dy (21)

0 0
Enligt antagandet om att F' ar virvelfritt &r a—Q = —, och alltsa kurvintegralen ovan noll, det vill séga:
x

dy
yfF. dr =0 (22)
Y

V.S.V.



4.4 Tillampning 2: Areaformel
Om vi i Greens Sats tar P =y och Q = 0 far vi:

§é yde = //D 1dz dy = —Area(D) (23)

Om vi i stéllet tar P =0 och @ = x far vi:

56 xdy = Area(D) (24)
oD

Nu gar det i allmédnhet med ett godtyckligt A € R att skriva:

Area(D) = M Area(D) — Area(D)) + Area(D)

:A(éDxdy+§éDydx>_§éDydx (25)

= xdy—(l—A);ﬁ ydx
aD oD
Oftast tar man A =0, A =1 eller A = %

5 Exempel fran fysiken

Konservativa och virvelfria filt forekommer i manga sammanhang runt omkring oss. I det hir kapitlet ger
vi exempel pa tre virvelfria falt: gravitationsfilt, elektriska filt och magnetiska filt.

5.1 Newtons gravitationslag

Kraften F' som uppstar mellan tva objekt kan beskrivas med F = fci‘f[—Qmﬁ, dér G ar gravitationskonstanten,

M och m ar objektens massor och r dr avstandet mellan dem. Skriver man ut kraften komponentvis far man
= o (@)

F— GMm‘,rrg‘ - GMm(x2+y2+Z2)3/2'

Om man istéllet definierar ett skalirfilt ® : R3\{(0,0,0)} — R, dir ®(z,y,2) = (12_;’55\47_;::2)1/2 blir V@ =

GM m_—lz,(%fiuzf)“, vilket &r lika med F' ovan. Gravitationsfiltet F' &r dérfor konservativ och dérmed
2 (x2+y?+22)%/

dven virvelfri i sin domén enligt sats 9.4.4.

5.2 Coulombs lag for elektrostatik

Det elektriska faltet F = ngﬁ, dér ¢ och @ ir tva partiklars laddningar, r &r avstandet mellan dem och

C= 4%5 dr mediets elektriska permittivitet. Da mediet &r homogent &r € en konstant.
Detta filt paminner om gravitationsfiltet i foregaende kapitel. Matematiskt &r ett gravitationsfilt och ett
elektriskt falt identiskt, men till skillnad fran gravtiationslagen, sa kan elektrostatiska krafter vara positiva
(attraktiva) eller negativa (repulsiva). Om vi nu definierar ® : R3\(0,0,0) — R si att ®(x,y,2) = -2 =

—m. Om féltet dr konservativt géller ju F' = V®. Da aterstar det bara att beriikna gradienten

av @, och den visar sig vara lika med F. Aven detta ir ett konservativt och virvelfritt filt.

5.3 Biot-Savart-lagen for magnetism

En konstant strom I i positiv riktning i en oéndlig och infinitesmalt tunn ledare lings z-axeln ger upphov
till ett magnetfilt B(x,y,z) = %(_gﬂyfw’ w;’:TyQ,O), forutom i (z,y) = (0,0) dédr B &r odefinierat. p dr
mediets magnetiska permeabilitet, och i ett homogent medium det en konstant. Har &r B odefinierat ldngs

med hela z-axeln. Magnetfiltets komponent i strémmens riktning (lings med z-axeln) &r noll, och B kan



déarfor bettraktas som ett tvadimesionellt vektorfdlt i ett ortogonalt plan. Definitionsméngden for B &r
D = R3\{(0,0,2) | 2 € R}. I tva dimensioner kan man déremot skriva filtet som B(z,y) = (P,Q) =

). Man kan kontrollera att % = %—5, vilket innebér att filtet ar virvelfritt. Det hér

x y
(2 +y2)372 7 (22+y2)3/2
faltet B ar diaremot inte konservativt.

6 Tva omformuleringar av Greens sats
Det ska nu goras tva olika omformuleringar av Greens sats for att gora dvergangen till R3.

6.1 Forsta omformuleringen

Definition: Lat D C R? vara en domén och F : D — R3 ett C'-filt. D4 definieras rotationen av F enligt

rot F=V x F = (26)

eSS
L
D8

Filtet F' sdgs vara virvelfritt om V x F' = 0.

Minns nu Greens sats fran och ténker oss att R? #r "zy-planet i R3”. Alltsa att F = (P,Q,0) och
dr = (dz,dy,0) = (dz,dy,dz). D4 &r

; [ A
rot F=| 2 o :(070’(32_?3):(2?_?)]{‘ 27)
Pry) Qlry) 0 v g

Hogerledet 1 Greens sats kan skrivas som

(Vx F)-kdedy= || (VxF)-NdS (28)
I, I,

dér dS = dxdy och &r ett areaelement i xy-planet, och N = k vilket &r en enhetsnormal till zy-planet.
Greens sats blir da

aDF.dr://D(vXF).NdS (29)

och det gér att visa att detta giller for vilken yta som helst i R? som har en vildefinierad rand med positiv
orientering.

6.2 Andra omformuleringen

Definition: Lat D C R? vara en domén och F : D — R3 vara ett C'-vektorfilt. D4 #r divergensen av F

skalérfiltet som ges av
F F: F:
dvFov.po 2, 0 Oh

or "oy T on (30)

Minns aterigen Greens sats i och sitt F = (P,Q,0) och dr = (dz,dy,0) = (dz,dy,dz). Sitt dven
G = (Q,—P,0). Foljande omskrivning kan da goras:
0Q 0P 0G;  0G,  0Gs

e =V-QG. 1
dr Oy Oz * dy + 0z V-G (31)

Nu kan hogerledet i Greens sats skrivas som

//D(V'G)dxdy://D(V'G)dxdy(/Oldz)2///17*(V-G)dxdydz (32)



dar D* &r en cylinder med vertikal axel, tvarsnitt D och hojd 1.

Aven viinsterledet i Greens sats kan skrivas som enligt foljande:

55 de—i—Qdy:yg —Godxr +G1dy +0dz =
oD oD (33)

56 (G1,Gs,0) - (dy, —dz,0) = G- Ndr.
oD oD

N #r en enhetsnormal som pekar ut fran D. Vi kan nu liigga till en faktor ( fol dz) = 1 och skriva om uttrycket
ovan som

G- NdS (34)
OD*

dér dS #r areaelemetet for D* och N pekar ut fran D*. Det récker dock att analysera den runda delen av
D* eftersom for botten och toppen dr N = (0,0, 1) respektive N = (0,0, —1) vilket ger G - N = 0. Slutligen

kan Greens sats skrivas om som
# GNdS:/// (V-G)dV (35)
oD+ D+
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