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1 Multipelintegraler

1.1 Trippelintegraler

Mycket av teorin for dubbelintegraler gar att applicera pa trippelintegraler.
Dock é&r trippelintegraler mer abstrakta nir det kommer till visualisering av
dem, till skillnad fran dubbelintegraler som representerade volymen mellan ett
omrade i zy-planet och en funktionsyta.

En trippelintegral betecknas normalt sétt pa féljande vis,

//D flz,y,2)dedydz. (1)

dir D #r ett tredimensionellt omrade i rummet R®. Notera att funktionen f
beror pa tre variabler, vilka alla ska integreras pa.

1.1.1 TItererad integration

Itererad integration ar dven for trippelintegraler en mycket anvindbar 16snings-
metod. For trippelintegraler finns dock tva olika sédtt vi kan dela upp den

pa:
//D f(z,y,z)dedydz = /[E (/f(::)y) f(z,y,2) dz> dz dy (2)
//Df(%yaz)dxddeZ/:_a (//Ef(x,y7z)dydz> dz (3)

Sjalvfallet gar det att byta byta plats pa variablerna x,y, och z.



1.1.2 Variabelsubstitution

Variabelsubstitution dr en annan metod som gar att applicera pa trippeninte-
graler. Generellt skrivs substitutionen pa foljande vis,

//D fla,y,z)drdydz = //E flg1(u), g2(v), g3(w))|J (u, v, w)| dudvdw (4)

dér funktionaldeterminanten J berdknas som,

d(z,y, 2)

J(u,v,w) = (0, 0) (5)

En substitution som ofta forekommer &r évergangen till rymdpoléra koordina-
ter,
z=rsinfcosp, y=rsinfsing, z = rcosh, (6)

dir J(r,0,¢) = r?sinf, r > 0,0 < 0 < woch 0 < # < 27. Viktigt att tilligga
dr att variablerna kan vara mer begrinsade beroende pa integrationsomradet,
men de kan aldrig trotsa villkoren ovan.

1.1.3 Nivakurvor

Nivakurvor &r ytterligare en metod som ockséa gar att applicera pa trippelinte-

graler.
///]:7 h(g(z,y,z))dedydz = /ab h(u)V' (u) du (7)

dér V(u) &r volymen av omradet G, = {(z,y, 2); (z,y,2) € D och g(z,y,z) <

u}.

1.1.4 Generaliserade trippelintegraler

Ibland kan man vilja integrera begrénsade funktioner 6ver ett obegrénsat omrade
i R3-planet eller obegriansade funktioner éver ett begrénsat omrade i R3-planet.
Antingen finner man da, precis som i det tva- och endimensionella fallet, att
integralen konvergerar mot ett visst vérde eller att den divergerar.

Exempel: Beréikna [[]s % drdydz dir r = /22 4+ y2 + 22

Losning: Byt till sfiriska (rymdpolira) koordinater. Integrationsomradet ér hela
R3 och vi kan darfor anvinda de generalla grinserna for sfiriska koordinater som
nadmndes i avsnitt 1.1.2, det vill séiga

oo —r T 2
/ € -r2d7“/ sin@d@/ 1dp=1-2-27 = 4. (8)
0 0 0

r

Enkel envariabelsanalys ger alltsa att integralen konvergerar mot 4.



1.2 Integraler i R”

Integraler av storre grad &n 3 brukar vanligen betecknas som,

/D /(@) do (9)

dir ¢ = (21,22, 23, ...,2,). Volymen p(D) av ett kvadrerbart omrade D i R™
definieras som,

u(D):/Dldw. (10)

2 Volymberikningar

Precis som att enkelintegraler kan anvindas for att berikna areor och dub-
belintegraler for att berdkna tredimensionella volymer, kan trippelintegraler
anvédndas for att berdkna fyrdimensionella volymer. Dock, som ovan nidmnt,
kan trippelintegraler &ven anvéindas for att beréikna en tredimensionell volym.
Lat D C R? vara en kompakt mingd. Genom att sitta integranden till 1, kan
volymen av D berédknas med hjilp av en trippelintegral,

Vol(D):///Dldxdydz. (11)

Hér kan da integranden 1 tolkas som hojden av en fyrdimensionell volym och
dz dy dz som en infinitesimal volym i tre dimensioner. Detta kommer da impli-
cera att volymen av kroppen i fyra dimensioner kommer vara lika med volymen
av kroppen i tre dimensioner.

2.1 Volymberikning mellan funktionsytor

En annan situation kan vara att omradet D C R3 ligger mellan tva funktions-
ytor. Hir dr f(x,y) och g(z,y) kontinuerliga funktioner. FE &r projektionen av
D pa zy-planet som en kompakt méingd si att (x,y) € E C R och

D = {(z,y,2)lg(x,y) <z < f(z,y)}. (12)



Figur 1: En volym D som ligger mellan funktionsytorna f och g samt projek-
tionen av D pa xy-planet, hir kallad E.

Da kan volymen av D skrivas som en trippelintegral som i sin tur kan skrivas
om till en dubbelintegral med hjalp av Fubinis sats,

Vol(D):///Dldxdydz:
- ( /f (()) dz> dody = [[ (ola) = fam)deay. (3)

3 Mekaniktillampningar

Inom mekaniken finns ett antal anvéindningsomraden for trippelintegraler. Detta
avsnitt behandlar berdkning av massa och berdkning av masscentrum.

3.1 Massa

For foremal med varierande densitet, kan dess massa riknas ut med hjilp av en
trippelintegral.

Lat D C R? vara ett kompakt, kvadrerbart omréade, och 14t p(z,y, 2) vara funk-



tionen for kroppens densitet. Da ges massan M av

M:///Dp(:c,y,z) dzdydz (14)

3.2 Masscentrum

Masscentrum for foremal med varierande densitet kan berdknas som medel-
véirdet utav massan 6ver kroppen.

Lat D C R? vara ett kompakt, kvadrerbart omrade, och 1at f : D — R en
kontinuerlig funktion. Medelvardet r+ av f i D ges av

re = VOIED) //Dfd:lc dydz (15)

Da masscentrum dr medelvirdet av massans position i kroppen, gar det berikna
masscentrum 773, dar

m = (Mg, My, m.), (16)

dér my, ges av
~ Jlfpxp dedydz

[, pdzdydz

Pa samma sitt gar det dven att ta fram m,,m..

(17)

My

4 Kurvor

Integraler gar dven att anvidnda vid berdkning av kurvors lingd. I detta av-
snitt definieras kurvor och deras egenskaper samt metoder for berikning av
kurvlangd.

4.1 Definition av en parametriserad och orienterad C*-
kurva i R

Lat a < b vara reella tal och k > 0,n > 1 vara heltal. En C*-funktion
r:la,b) — R" (18)

kallas for en parametriserad och orienterad C*-kurva i R™.

Punkten r(a) kallas for kurvans startpunkt och punkten 7(b) kallas for kur-
vans slutpunkt. En kurva ségs vara sluten om startpunkten = slutpunkten, dvs
r(a) = r(b). En kurva siigs vara enkel om a < t; < to < b = r(t1) #
’I’(tg).

Att en kurva dr orienterad innebér att den gar fran a till b. Parametrisering
kan ses som en beskrivning av en partikels rorelse 6ver tid fran en startpunkt
A =r(a) vid t = a till en slutpunkt B = r(b) vid t = b.



4.2 Orienterings- och parametriseringsbyte

Orienteringsbyte innebér att r : [a,b] — R™ ersiitts med s : [a,b)] — R"

dér

r(b+a—t),

s(a) = b, (19)
a

)

vilket resulterar i att kurvan byter orientering, slutpunkten blir startpunkt och
vice versa. Vid orienteringsbyte bibehalls farten i varje punkt pa kurvan.

Vid ett parametriseringsbyte ersétts = : [a,b] — R™ med s : [¢,d] — R™ dér
det finns en bijektiv funktion ¢[a,b] — [¢, d] sa att

(i) (a) = c och ©(b) = d,
(ii) ¢ dr vixande, dvs t; <ts = ¢(t1) < p(t2) och
(iii) s(¢(t)) =r(t)Vt € [a,b].
I allménhet bibehalls inte fart, hastighet eller acceleration vid ett parametrise-
ringsbyte.
4.3 Hastighet, fart och acceleration

Lat 7 : [a,b] — R™ vara en parametriserad och orienterad C!-kurva. For ¢ €
[a, b] definieras hastigheten vid tidpunkten ¢ som »’'(t). P4 samma sétt definieras
accelerationen vid tidpunkten ¢ som r”(t) for en C?-kurva.

4.4 Kurvlingd fér en Cl-kurva

Lat 7 : [a,b] — R™ vara en parametriserad och orienterad C!-kurva. Kurvans
lingd under en infinitesimal tid [t, ¢ + dt] kan uppskattas till ||7’(¢)|| d¢. Detta
medfor att kurvans totala langd L blir

b
L= / I ()] . (20)

Lingden av en Cl-kurva #r vildefinerad, dvs oberoende av parametrisering.
Beviset av detta dr som foljande: Lat r : [a,b] — R™ och s : [¢,d] — R™ vara
tva olika parametriseringar av samma C'-kurva. Kurvlingden L* kan da skrivas
som

d
L= [ s wlldu (21)

Parametriseringen u = ¢(t) medfor att du = ¢'(t) dt. Detta ger att

o / 18" ()] (1) dt. (22)



Vi later u = p(t) och far da att
d

s'(u) = @s(u) (23)
Betraktas s(o(t)) som en sammansatt funktion av ¢ ger kedjeregeln
d
g 5(p() = 8'((1)¢' (1) (24)
vilket i sin tur ger att
b
. (d/dt) s(e(t)) H /
L= T t)dt
o) ¢ (1)
/ (/a0 s(ole)) e

:/ @ dt=L m.

4.5 Kurva som hor till funktionsgraf

Vid specialfallet av en kurva som hor till en funktionsgraf f(x) foljer den na-
turliga parametriseringen r(z) = (x, f(2)),a < x < b dér a,b ér kurvans start
respektive slutpunkt. Om f € C! giller det att

r'(z) = (L f'(2)) =
Ir' (@)l = V14 (f'(x))* =

b
L= / VT (F@)? da.

4.6 Arbetsintegralen
L&t u(t), v(t) vara tva Cl-kurvor i R". D4 giller att
d / /!
5 (u(t) : v(t)) = /(1) v(t) +ult) V(1) (25)

Med hjilp av detta resultat kan man hérleda den sa kallade arbetsintegralen.
Dess virde kallas for arbetet utrdttat av vektorfiltet F' ldngs med en kurva
T

)

—% o = gl I =5l @)=
7m/ dt )) dt = /ab (m : T"(t)) (1) dt = (26)
Z/bF(t) r'(t) dt



dar F ar kraftfaltet.

5 Area av parametriserad yta

Om D C R? 4r en kompakt och kvadrerbar méngd, samt att £k > 0 och n > 2
dir {n,k} C Z kallas en C*-funktion

r:D — R"

for en parametriserad C*-yta. Foljande avsnitt kommer att behandla areaberik-
ningar av sadana ytor i fallet n = 3, det vill séga i rummet. Lat

r=r(s,t), (s,t) € D

och betrakta en axelparallell rektangel i D med horn i punkterna (s, t), (s+ds, t),
(s,t 4+ dt) och (s + ds,t 4+ dt). I och med att avstandet mellan punkterna #r
infinitesimalt &r dven rektangeln infinitesimal. Rektangeln avbildas genom r
pa en infinitesimal parallellogram med hérn i punkterna 7(s,t), r(s + ds, t),
r(s,t + dt) och r(s + ds,t + dt). Denna parallellogram kan séigas spinnas upp
av vektorerna @ och ¥, vilka kan erhallas som

i=r(s+ds,t) —r(s,t) = @(s,t)ds
0s
och
S or
U=r(s,t +dt) —r(s,t) = E(s,t)dt.

Ur detta kan ett areaelement dS bestdmmas som

or Or

Den totala ytarean S bor alltsa fas genom integration av areaelementen 6ver D,
or Or

alltsa ar
5= //D ds ot

Det finns tva stycken specialfall av 27 som é&r sédrskilt anvindbara. Det forsta
fallet dr nér ytan &ar del av en funktionsgraf:

{(x,y,z)| (‘Tvy) €DC R27 z= f($>y)} :

En sadan yta parametriseras lampligen genom

dsdt. (27)

r(z,y) = (z,y, f(2,y)).

och det giiller da att arean

S = //D \/f2+ f2+ 1dxdy. (28)



Det andra specialfallet av 27 géller néar Y &r en nivayta till en funktion av tre
variabler sa att

Y = {(w,y,z)\F(m,y,z) =C, (z,y) €D C R2}

Antag vidare att F, &r nollskild pa hela ytan. Da giller det att arean

[VF
S = / dady. 29
IR Yy (29)




