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1 Kurvintegraler

Definition av kurvintegraler

Lat n € N, lat F : R® — R™ vara ett C-vektorfilt och lat 7 : [a,b] — R™ var en parametriserad och
orienterad C!-kurva. D4 definieras kurvintegralen av F lings kurvan enligt:

b
/ F(7(1)) - 7 (t) dt (1)

Proposition

i) Kurvintegralen &r oberoende av parametrisering, det vill sdga beror endast pa sjilva banan och inte hur
den genoml6ps

ii) Daremot sa byter integralen tecken d& kurvan byter orientering

Jordan Curve Theorem

Lat + vara en enkel och sluten C%-kurva i R?. Da bestar R? \ v av exakt tvA sammanhiingande komponenter.
Dessa komponenter kallas for kurvans insida och utsida. Insidan dr en begrdnsad mangd, medan utsidan &r
obegransad.

Definition av positiv/negativ orientering
Lat « vara en enkel och sluten kurva i R?. v s#igs vara positivt orienterad om insidan av v ligger till viinster

om fardriktningen och negativt orienterad om insidan ligger till hoger om fardriktningen.

Direkt berdkning av kurvintegraler

Hitta en Cl-parametrisering for kurvan, 7(¢), och berikna sedan den definita integralen:

b
/ F(r(1)) - (1) (2)



2 Konservativt och Virvelfritt

Definition av konservativt falt

Lat D C R™ vara en domén och lat F : D — R vara ett vektorfalt. F ségs vara konservativt/ ett potentialfélt
om det finns ett skaldrfarlt ¢ : D — R sa att V¢ = F. ¢ kallar for en potential till F.

Sats 9.4.2

Lat D C R™ vara en domén, 1at F: D — R™ vara ett konservativt CO-filt och lat v vara en Cl-kurva i D
med startpunkt @ och slutpunkt b. D& géller:

/ F-d = 6(3) — 6(a) (3)
diir Vo = TF.

Korrolarier av Sats 9.4.2

i) Om F &r konservativt s ar kurvintegraler oberoende av vég, det vill siga virdet beror endast pa var kurvan
startar och slutar.

ii) ﬁy F - dr'= 0 for varje sluten kurva v i D.

Bevis av Sats 9.4.2

Valj en parametrisering av kurvan v = {F(t)‘a <t< b}, dir 7 e C!
Vi kan da skriva kurvintegralen:

b
/ F.di = / ]F(r"(t))~%77(t) dt 4)

Anta att F ar konservativt. D& kan vi skriva

b b
[ EG0)- i = [ o) 5 )

Med hjalp av kedjeregeln kan vi skriva om detta pa foljande vis

b d b d
| Vo) Lrwa= [ Lot a ()

a

Da far vi enligt integralkalkylens fundamentalsats

t=b

t=a

b d ~ ~
| Goeya = o)

Sats 9.4.3

Lat D C R™ vara en doméin och F : D — R” vara ett C%-vektorfilt. Om kurvintegralen f,y F-di &r oberoende
av vigen (ekvivalent, om ﬁy F - dr = 0 for varje sluten kurva v i D), d& ar F konservativt.



Definition av virvelfritt filt

Lat F = (Fy, Fy) = (P, Q) vara ett Cl-vektorfilt i R2. I séigs vara virvelfritt om:
0Q OP
Lo (3)
Ox oy

Definition av enkelt sammanhingande mangd

En mingd M C R? siigs vara enkelt sammanhingande om:

i) M &r bagvist sammanhéngande

ii) Insidan till varje enkel och sluten kurva i M helt tillhér M

Sats 9.4.4
Lat D C R? vara en doméin och F: D — R? ett C'-vektorfilt. Da giller:

F ar konservativt = F ar virvelfritt

Sats 9.4.5
Lat D C R? vara en enkelt sammanhiingande domin, och F : D — R? ett Cl-vektorfilt. Da giller:

F ar virvelfritt = F ar konservativt

Bevis

Forutsatt att F ar virvelfritt sa rédcker det enligt Sats 9.4.3 att visa att 5@/ F . dr = 0 for varje enkel, sluten

och styckvis C'-kurva, v, i D. Enligt Jordans Sats s& har v en vildefinierad insida som tillhér D, eftersom
D &r enkelt sammanhéngande. Da kan Greens Sats anvindas:

oQ 0P
F-d?z// (—) dzdy = 0 9
%‘y v insida 0z ay Y ( )

3 Greens Sats

Greens Sats (Sats 9.2.1)

Lat P och Q vara tva C'-funktioner definierade i en &ppen méangd 2 i planet. Om det kompakta delomradet
D av Q har en rand 9D som utgdrs av en eller flera styckvis C'-kurvor och som &r positivt orienterad sa &r:

_ 9Q _op
3Dde+Qdy_//D(5$ 3y> dx dy (10)

Bevis for reguljira omraden
For att genomfora beviset behovs forst definitionen for reguljéra omraden.

Lat D C R? vara en kompakt méngd. D s#igs vara reguljirt i z-led om D kan delas upp i #ndligt manga delar
s& att varje del har formen D; = {(z,y)|a; < z < b;,a;(z) <y < Bi(z)} dir a;(x) och B;(z) dr Cl-funktioner
av z och a;(z) < Bi(x) da x € [a;, b;].
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Figur 1: Ett reguljart omrade i x-led

Reguljért i y-led definieras analogt. D ségs vara reguljirt om D &r reguljart i bade z-led och y-led.
n
Steg 1: Lat D = |J D; dér D; = {(z,y)|a; < 2 < b, ai(z) < y < Bi(z)}. Randen av D definieras som

i=1
OD; =1 +v2 + 73 + V4.

Forst maste det visas att for varje ¢ = 1,...,n géller:

ygD Pdx=- // —dmdy (11)

For hogerledet kan Fubinis Sats anvindas:

// a—ydmdy— / dx/ﬁl(m)any—/biP(J:,ai(x))dx—/bi P(w,ﬁi(aj))dacz/ Pda:+/ Pdx
a; a; 71 3
(12)

Men f,m Pdz = f'm P dx = 0 eftersom béade v och 7,4 ér vertikala (se Figur 1). Det har ddrmed visats att:

OP
— —dxdy = 55 Pdx 13
//Di dy aD; (13)

Summera sedan over alla delomraden:

ZygD de:Z—//D g—jdxdy (14)
=1 i =1 i

For hogerledet berdknar man samma dubbelintegral 6ver varje D; och adderar. Resultatet blir — f f D %—5 dx dy.

Det maste nu visas att " |, Pdx = ¢, Pdx. Detta gors littast med ett bildbevis:

Lat varje ruta beskriva ett delomrade D; till rektangeln D. Randen till varje omrade har en positiv orientering,
vilket resulterar i att kurvintegralerna léngs de inre sidorna tar ut varandra. Det enda som aterstar dr da
randen till D, vilket var vad som skulle visas.



Figur 2: Bildbevis for att de inre kurvintegralerna tar ut varandra

Steg 2: Med analogt resonemang kan vi visa att om D &r reguljért i y-led sa géller:

oQ
Qdy = // — dzdy 15
aD p Oz (15
Steg 3: Om D &r reguljart sa kan Steg 1 och Steg 2 adderas:
0Q 0P
Pdm+Qdy:// () dzx dy 16
9§90 p \ 0z dy (16)

4 Greens sats i R®

Definition av Rotationen

Lat D C R? vara en doméin och F : D — R3 ett C!-filt. Da definieras rotationen av [ enligt:

0Fs; O0F, 0Fy O0F3; 0F, O
t(F) = () =VxF=—~-—2=2 — - —=° — =2 _ 17
rot(F) = curl(F) . (3y 0z 0z dr’ Ox Ay (17)
Definition av Divergens
Lat D C R? vara en domén och F : D — R3 ett C'-filt. Divergensen av F &r skaldrfiltet som ges av:
. oFy, 0F, O0F;
divlF) =V -F= —+ —+ — 18
iw(F) =V 8x+8y+8z (18)



Forsta omformuleringen av Greens Sats

Lat D vara en del av xy-planet i R3. Lat dven z-koordinaten hos F vara 0. Rotationen av F ger da:

(19)

VX]F:<O,0,6FQ 8F1)

_OR oFy, OF; oF, 0OF;
Ox dy

ax‘ay)‘“:‘W”)'“(ax‘ay

dér k kan skrivas som N, dir N &r en normal till zy-planet, vilket inkluderar D. Greens Sats kan ddrmed
skrivas om som:

ygDIF~dF://D(V><IF)~NdS (20)

dér dS = dxdy ar areaelementet i xy-planet.

Detta giller for en yta i R? som ligger i xy-planet. Stokes Sats visar att detta géller for vilken som helst
Cl-yta i R? med en vildefinierad rand med vildefinierad positiv orientering.

Andra omformuleringen av Greens Sats

Skapa ett nytt filt G : R — R3 si att (G, Go,0) = (Fy, —F},0). Hogerledet i Greens Sats kan da skrivas
som:

OF, OF _0G, 0Gy 0Gs
9r oy or Tay T VC (21)

Lat nu D* vara en cylinder med tvarsnitt D och hojd 1 med vertikal axel.

//D(V.G)dxdy-/ol dz:///D*(V-G)dxdydz (22)

Fokusera nu pé vénsterledet i Greens Sats:

% Fidx + Fody = §£ —Gaodr + Grdy + 0dz = yﬁ G- (dy, —dz,0) = G- Ndr (23)
aD aD aD aD
dér N &r normalvektorn som pekar ut fran D.

— G-Ndr:# G-NdS = G-NdS (24)
aD (8D*) 4 aD*

dér (0D*), dr den runda delen av 9D* och N ir normalverktorn som alltid pekar ut fran cylindern D*.

Diremot har cylindern D* dven en “topp” diir N = (0,0, 1) och en “botten” dér N = (0,0,—1), men G-N=0
i dessa fall. Da fas det slutgiltiga uttrycket ddr 0D* &r hela randen till D* . Greens Sats kan ddrmed skrivas

%D*G~Nd5':///[)*(v-<@)dv (25)

Detta géller for en cylinder med vertikal axel och ett filt i zy-planet. Gauss Divergens Sats séiger att samma
likhet géller for vilket inneslutet omrade i R? som helst, s& linge N alltid pekar ut fran omradet.

dér dV ar volymelementet.



5 Flodesintegraler

Definition av flédesintegraler

Lat 2 C R3 vara en domén och Y C ) vara en sluten och styckvis Cl-yta och F :  — R3 vara ett CO-filt.
D4 definieras flodet av F ut genom Y av:

# F-NdS (26)
Y

diir N #r en enhetsnormal som pekar ut fran Y.



