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1 Teori for dubbelintegraler

Sats: Lat A = [a,b] x [¢,d] vara en azelparallell rektangel och lat f : A — R
vara en kontinuerlig funktion. Da géller:

(i) f &ar integrerbar ver A.
(ii) Bada itererade enkelintegraler

/cddy(/abf(m,y)dx) och/abdm(/cdf(x,y)dy) 1)

existerar.
(iii) (Fubinis sats)

//Aﬂx,y)dxdy—/jdy([f(:fc,y)dx) —/abdx(/cdf(x,y)dy)

(2)

. J

For beviset av (i) behover begreppet trappfunktion definieras, vilket gors enligt
foljande:

Definition: Lat A = [a,b] X [c,d] vara en axelparallell rektangel. Funktionen
® : A — R ségs vara en trappfunktion om det finns partitioner

a=x9<x1<..<xp=2> 3)
c=yYo <y < ... <Ym=4d,
sadana att ® har ett konstant virde pa varje halvéppen delrektangel [z;, 2;41) X

(Y Yjt+1)-



Vidare for beviset kridvs det att man konstruerar trappfunktioner ¥, f och ®
pa A sadana att

LO<f<VU

2/AWM@—/A@M@<5 (4)

uppfylls for varje fixt € > 0.

Beviset av (ii) grundar sig i att man fran envariabelanalys vet att f; flz,y)dx
existerar for varje fixt y givet att f ar kontinuerlig. Lat da

b
A(y) = / Fay) de

:>/cddy</abfdx> :/ch(y)dy.

Det riicker dédrfor nu att visa att A(y) dr en kontinuerlig funktion, vilket gors
med ett e-d-argument.

(5)

For beviset av (iii) dr det uppenbart att Fubinis sats géller for trappfunktioner.
Det ricker att bevisa att om ® och ¥ &r trappfunktioner, och om & < f < ¥
géller att

//Aé(x,y)da:dyS/jdy(/jf(x,y)dx) < [ v dzay. o)

1.1 Teorin for dubbelintegraler 6ver mer allminna kom-
pakta omraden i R?

Definition: Lat D;, Dy C R? med D; C Dy, och lat f : D; — R. Nollutvidg-
ningen av f till Dy &r funktionen fp, : Do — R som ges av

F0, (&) = {f(f)’ da e Dy ()

0, défGDg\Dl

Definition: Lat D C R? vara en kompakt mingd. En funktion f : D — R2
sigs vara integrerbar 6ver D om det finns ndgon axelparallell rektangel A € R?
sadan att D C A och fa &r integrerbar éver A. Da definieras dubbelintegralen

av f over D enligt
//D flx,y) dedy = //A falz,y) dedy. (8)

Definitionen kan visualiseras med figur 1:



AV

Figur 1: Ay och A, ér tva axelparallella rektanglar som bada innehaller méangden
D. Ay N Ay dr gramarkerat.

Aven Ay N Ay ir en axelparallell rektangel som innehaller méngden D. fa, =0
i omradena 2 och 4 och fa, =0 i omradena 1 och 3. Det leder till att:

fa,&r integrerbar over Ay

)

fa,dr integrerbar dver Ay (9)

0

fa,na,dr integrerbar ver Ay N Ay

vilket da 1 sin tur leder till att

//A1 fa, dedy = //A2 fa, dedy = //AMA2 fana, dzdy. (10)

2 Trippelintegraler

Trippelintegraler bygger pa teorin av dubbelintegraler, som man utvidgar till
fallet av tre variabler.



2.1 Itererad integration

Genom itererad integration kan man berikna trippelintegraler med metoder
fran dubbelintegraler. Trippelintegralen

///D f(z,y, z) dedydz (11)

dr definierad pa ett omrade D. Omradet D ligger mellan tva funktionsgrafer
a(z,y) och B(z,y),

D = {(z,y,2)|a(z,y) <2< B(z,y) | (z,y) € E} (12)
dér projektionen av D pa xy-planet dr omradet E.

Detta innebér att integralen kan beréknas med tidigare kunskaper genom

///D f(z,y,2) dwdydz://E (/jzj) f(z,y,2) dz) dedy.  (13)

I ekvationen ovan placerades dubbelintegralen ytterst och nésta metod diskute-
rar da dubbelintegralen placeras innerst. Den forsta integrationen sker éver en
yta D, parallell med yz-planet, dir integralens undre gréins ar ytans nedersta
x-virde. Den 6vre grinsen bestdms genom ett analogt tillvigagangssétt. Detta

ger
///D f(z,y,2) dedydz = /a” (/Dz flz,y,2) dydz) dz. (14)

2.2 Cylindriska koordinater

Cylindriska koordinater &r en generalisering av polédra koordinater till tre di-
mensioner. I cylindriska koordinater behalls z-koordinaten. Féljande ekvation
illusterar hur €, r och z férhaller sig till varandra:

( )

(x,y,2) <= (r,0,2)
x = rcos(d)
y = rsin(0) (15)

zZ=Zz

\. J

Den infinitesimala volymen kommer dndras vid variabelbytet till de cylindriska
koordinaterna. Denna faktor, fas fram genom absolutbeloppet av funktionalma-



trisen (Jacobianen). Jacobianens determinant for cylindriska koordinater blir
da

dxdydz = rdrdfdz. (16)

2.3 Sfiriska koordinater

I sfariska koordinater byter man alla tre variabler. Foljande ekvation forklarar
sambandet mellan dem:

(‘/L. y7 ) (T7 67 (b)
x = rsin(f) cos(¢)
y = rsin(0) sin() (7
z =rcos(6)

Observera att r inte &r samma r som i poléra koordinater. Har refererar r istéllet
till avstandet i rummet mellan origo och den givna punkten.

Pa analogt tillvigagangssétt som till cylindriska koordinater fas Jacobianen
fram. Det vill siga den infinitismala foérdndringen i volym, vilken da blir

dzdydz = r*sin(0) drdfdeé. (18)

3 Tillimpningar av trippel- och multipelintegra-
ler

Det finns flera tillimpningar av trippelintegraler, varav de flesta &r anvéindbara
inom exempelvis mekanik. I detta avsnitt beskrivs volymberikningar i R? och
R"™ samt massa, medelvirde och masscentrum for tredimensionella kroppar.

3.1 Volymberikningar i R3
Definition: Lat K vara en kompakt och begrinsad kropp i R3. Volymen u(K)

ges av:
= ///Kldxdydz. (19)

Hur trippelintegralen (19) faktiskt beréknas beror pa kroppen K. Koordinat-
byten till exempelvis sfiriska eller cylindriska koordinater ar alternativ och ofta
gar det att reducera trippelintegralen till en enkel- eller dubbelintegral, vilket
beskrivs i avsnitt 3.1.1 och 3.1.2.




3.1.1 Enkelintegral som inre integral

Definition: Lat K vara en kropp i R3. Om kroppen ligger mellan tva kontinu-
erliga funktionsytor f(x,y) och g(z,y), d.v.s. att

K:{(x,y,z)|f(3:,y) SzSg(x,y)}, (20)

sa kan volymintegralen reduceras till en dubbelintegral. Integrationsgrianserna
for dubbelintegralen kommer da, om D &r en kompakt méngd i zy-planet, vara
K:s projektion D pa xy-planet. Volymen kan da skrivas som

u(K):///Kldmdydz://D dxdy/fjjj) dz://D(g(x,y)—f(x,y))dxdy.

(21)

3.1.2 Dubbelintegral som inre integral

Principen med denna metod &r att istéallet skiva upp kroppen K i tvérsnittsareor
med en given area som en funktion av hdjden z och dérefter integrera en en-
kelintegral langs med hojden z.

Definition: Lat K vara en kropp i R3. Om kroppen pi en hojd z har en
tvirsnittsarea som kan beskrivas som en kontinuerlig funktion A(z) mellan z = a
och z = b kan volymintegralen reduceras till en enkelintegral. Kroppen ges av

K=A{(z,y,2)|a <z <b, (z,y) € D(2)}, (22)

dér D(z) &r ett omrade pa hojden z med en area A(z) = ffD(Z) dzdy. Volymen
p(K) kan da uttryckas som

M(K):///Kldatdydz:/abdz//mz) dmdy:/abA(z)dz. (23)

3.2 Volymberdkningar i R"”

Har redovisas ett exempel for en boll i R”. Forst undersoks det da bollen ingar
i tva dimensioner och har en radie av lingd 1.

L&t n > 1, samt lat B beteckna bollen. B, = B,1 = {# € R?*|||Z7|| < 1}.
Ansétt g som

in = vol(B,,) = /.../mxl...dl«n (24)

dér andra likhetssteget sker pa grund av definition av volymer. Detta leder till
att volymen av klotet med radie r i olika dimensioner kan fas av rekursionsfor-
meln

2
Hn = — HUn—2
n
Vn >3 (25)
1 =2
Mo = T.



Om man sétter radien till ett godtyckligt r istéllet for 1 ges volymen for klotet
V(By,r) = pr™. (26)

Trivialt forklaras detta genom att man skalat volymen B,, ; med en faktor r i
varje riktning n.

3.3 Massa, medelvirde och masscentrum

Trippelintegraler &r ocksa anvéndbara for att berdkna totala massan och mas-
scentrum for tredimensionella objekt. For att gora det kriavs det ocksa att me-
delvardet av en funktion i flera variabler introduceras.

Definition: Ett objekt som upptar ett kvadrerbart och kompakt omrade K i
R3 och som har en varierande densitet p(x,y,2) sigs ha en massa, dir massan
m(K) ges av

m(K) = / / /K o2y, ) dudydz. (27)

Definition: Lat K vara en kompakt och kvadrerbar miingd i R® och f(z,v, 2) :
K — R vara en kontinuerlig funktion. Medelvirdet av f i K ges av trippelin-
tegralen

ﬁ///}( f(z,y, z) dedydz. (28)

Definition: Lat K vara en kompakt och kvadrerbar méngd i R?. Om K har en
massa m med densitet p(x, y, z) kan masscentrum beriiknas som medelvirdet av
massans position. Masscentrum ges av m = (M., My, m,) dir masscentrum ges
pa samma sitt for alla tre koordinater. Som en representation ges masscentrum
for x-koordinaten for kroppen K av

_ fffK zp(x,y, z) dedydz

My (K) = . 29
(K) [J [ p(x,y, z) dedydz (29)
4 Parametriserade och orienterade kurvor
Definition: Lat a < b, a,b € Roch k>0, n > 1, k,n € N sa att,

r: a,b] — R"

m Ll (30)

7(t) = (x1(t), z2(t), oo, T (1)),




déir 7 &r en C*-funktion. D& sigs r vara en parametriserad och orienterad C*-
kurva i R™. Kurvan beskriver en partikelns position efter tiden ¢ har forflutit
da a <t < b och dirfor kallas 7#(a) kurvans startpunkt och 7(b) dess slutpunkt.
Om en kurva borjar och slutar i samma punkt, alltsd 7(a) = 7(b), sa kallas
kurvan sluten och om kurvan aldrig korsar sig sjilv, alltsa a < t; < t3 < b och
7(a) # 7(b), sa kallas kurvan enkel.

4.1 Orienteringsbyte

Att byta orientering betyder att f6lja kurvan pa motsatt hall fran den ursprung-
liga orienteringen. Om 7(a) var startpunkten i den ursprungliga orienteringen
sa kommer 7(a) vara slutpunkten i den nya. Eftersom vi rér oss lings kurvan
pa motsatt hall fran den ursprungliga orienteringen kommer hastigheten vara
annorlunda, men farten kommer fortfarande vara samma i varje punkt. Orien-
teringsbytet definieras enligt féljande

: [a,b] — R"

[a,b] — R" (31)
t)=7la+b—1t),a<t<b,

= Wy

Uy

\

dir S(t) &r funktionen for kurvan efter att vi bytt orientering.

4.2 Parametriseringsbyte

Ett parametriseringbyte innebér att man dndrar tidsskalan for en kurva och/el-
ler dndrar tiden det tar partikeln att passera Over hela kurvan. Detta innebér
att det kan ta mer eller mindre tid for partikeln att passera genom hela kurvan,
men det kan ocksa vara sa att det tar lika lang tid och att partikeln istéllet aker
langsammare pa vissa delar av kurvan och snabbare pa andra. Ett parametri-
seringsbyte definieras som

S :la,b] — R”
7 [e,d — R" (32)
©:la,b] — [e,d]

dir alla tre funktioner #r C*-funktioner och ¢ #r bijektiv och for att ett byte
ska vara giltigt maste funktionerna uppfylla tre krav:



i)p(a) =c, p(b) =d
i) tl <12 = @(t1) < ¢(t2) (33)
iti) Vt € [a, b], 7(t) = S(6(2)).

Om alla krav &r uppfyllda s& ir S (¢(t)) en ny parametrisering av 7.

5 Parametrisering av ytor

Definition: Lat D C R? vara en kompakt, kvadrerbar méngd och 14t 7 vara en
C*-funktion 7: D — R™. 7 kallas da for en parametriserad C*-yta.

For att parametrisera en yta behovs tva parametrar. Med parametrarna s och
t dr en parametrisering av en yta i rummet

7: D — R

(s,t) — 7(s,t) = (x(s,t),y(s, 1), 2(s,1)). (34

5.1 Arean av en parametriserad yta

Vi tar ett infinitesimalt areaelement dD som genom parametriseringen 7 6vergar
i 7(dD) som spénns upp av vektorerna ¥ och i, se figur 2.

r(s+ds,t+dt)
(s,t+dt) (s+ds,t+dt) |r (s t+dt)

\'

0
G (s+ds,t) rst)

r(s+ds,t)
Figur 2: Den infinitesimala arean dD 6vegar i 7(dD) via parametriseringen i

ekvation 34.

Den infinitesimala arean ges av

ds = ||i x . (35)
Dér ar
@ =7(s+ds,t) — 7(s,t) = F(s,t) + aréij D s — (s 1) = % wds - (36)



och pa samma sétt fas o till

or
U= —-dt 37
U= (37)
Saledes ar o7 o7 or  oF
7 7 I3 I3
a8 = ||55 - ds x S arl| = || 5 < S || asat.
S 55 5% 3 55 < arll % (38)
Arean for hela ytan 7(s, t) fas foljaktligen genom formeln
Ytarea = / / H@ 7 ‘dsdt. (39)
Notera att eftersom kryssprodukten av tva vektorer adr ortogonal mot bada

vektorerna &r ‘g—’: X %7: en normalvektor till tangentplanet till ytan i punkten

7(s,1).
5.2 Ytarean av en funktionsyta

Da en yta hor till en funktionsgraf z = f(x,y) &r den naturliga parametrise-
ringen

7D — R®

" (40)
(z,y) — (2, y) = (z,y, f(z, 1))
De partiella derivatorna med avseende pa parametriseringen blir da
or
— = (1,0, f,
ax ( ) ) f )
or
— =(0,1
ay ( ’ 7fy) (41)

— dS = H%x S—Zdedy: J1+ 12 + f2 dady.

Detta innebér att arean av ytan till en funktionsgraf kan rdknas ut genom
formlen

Ytarean av en funktionsgraf = // \/ 1+ f2+ f2dxdy. (42)
D

5.3 Arean av nivaytor

Ytan IT &r en nivayta till C'-funktionen F(z,y,2) = C. Antag att F, # 0
over hela nivaytan. Da sédger implicita funktionssatsen att z kan uttryckas av
C'-funktionen

z = f(z,y) (43)

10



dar

Det innebér att ytarean ges av

2

F? F
//,/1+f§+f§dxdy:// 1+Ff'2+F%d:17dy (45)
D D z

z

[VF|
dxdy. 46
A (46)

= Arean av en nivayta = /
D

6 Kurvlingd och arbetsintegraler

Berdkning av kurvors lingd och arbetet som utfors av en partikel som firdas
lings en kurva dr nagot som har manga praktiska tillimpningar.

6.1 Lingden av en kurva

Definition: Definiera en parametriserad och orienterad C* kurva enligt avsnitt
4. Langden av en kurva bestims av formeln

' )

Kurvans ekvation = 7(t)

b —
d
Kurvans lingd mellan a och b = / I dl); [| dt

a

(47)

b
Exempel i tre dimensioner: / V' ()2 + o/ (8)? + 2/ (t)2 dt.

. J

Detta tolkas som att 7(t) dr ekvationen for en partikels rorelse lings en kurva
beroende av tiden t. Den strécka partikeln firdas fas fram genom integrering
over infinitesimala strickor pa kurvan, vars lingd fas genom multiplikation av
partikelns hastighet vid en viss tid t med en infinitesimal tid d¢ berdknas.

Ett ofta anviandbart specialfall, dar kurvan ar av tva variabler, &r:

11



m(z) = (2,y(x))
dr

= (LY@)

I 7]l de = v/1 ¥ g'(@)Pde (48)
b
Kurvlingd = / V14 y'(x)?dx.

Denna formel tolkas som att 7(x) #r ekvationen for en partikels rorelse lings
en kurva. Notera att #(x) dr pa formen (z,y(x)) och alltsa beror av en en-
da variabel. Kurvans lingd mellan punkterna 7(a) och 7(b) kan beriknas som
fab v/ 1+1y'(z)? dx vilket tolkas som summan av alla sma stycken av kurvan,
uppskattade genom kurvans derivata i denna punkt éver en infinitesimal stricka
dz.

6.2 Arbetsintegraler

Definition: Arbetet som utrittas da en partikel firdas lings en bana 7(t) genom
ett kraftfilt F'. Kraften i en punkt skrivs som F'(7(¢)). Arbetet mellan punkterna
7(a) och 7(b) beriknas som

Arbete mellan (a) och (b) = /b F(r(t)) - %dt. (49)

Detta tolkas som integralen av kraften Gver en infinitesimal stricka som &r
parallell med kurvans tangent vid denna tidpunkt multiplicerat med lingden
pa den infinitesimala strickan. Den parallella delen av kraften bestdms genom
anviandning av skalarprodukt.
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